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Objectif « chapeau » de ’'UE

Etre capable d’établir le modele linéaire d’'un systeme monovariable,
d‘en analyser les performances et de synthétiser un correcteur
analogique / un filtre numérique répondant a un cahier des charges

donné.
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Compétences requises pour suivre ’'UE

Etre capable de:
- Faire des additions et des multiplications

- Manipuler des fractions

- Calculer la limite d’'une fonction

- Calculer le module et 'argument d’'un nombre complexe

- Manipuler des fonctions a valeurs complexes

- Calculer une intégrale “simple”

- Manipuler les fonctions exponentielle et logarithme de base 10
log,4(10) =1
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Compétences requises pour suivre ’'UE

Etre capable de :
- Calculer la transformée de Laplace d’'une fonction @& €3

- Calculer la transformée de Laplace inverse d’'une fonction @& €3
- Décomposer une fonction en éléments simples @ €3

- Tracer le diagramme de Bode asymptotique des fonctions élémentaires

w w 1
H(jw) =1j— H(w)=1%xj— H(w)=——y¢ VIX
Wo Wo 1+j—
_]a)0

% » S’inscrire au cours de soutien « Outils du Génie Electrique »

Etre attentif en UE « OSI » (Mathématiques pour I'lngénieur)
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Plan de ’'UE

Introduction générale
Modélisation des systemes monovariables (Chap. 1)
Quantification des performances des systemes bouclés (Chap. 2)
Synthese de correcteurs a actions élémentaires (Chap. 3)

Synthese de filtres numériques (Chap. 4 et Chap. 5)
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Introduction géenérale
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Définition de I’Automatique

L’Automatique est une science qui traite de la modélisation, de l'analyse, de
I'identification et de la commande des systemes dynamiques.

Sa problématique fondamentale est celle de la conception, de la mise en ceuvre et de
I'exploitation des moyens permettant de maitriser le comportement de systemes
complexes, naturels ou artificiels selon un cahier des charges donné.

L'Automatique a pour fondements théoriques les mathématigues, la théorie du signal
et I'informatique théorique.

Science des systemes, elle s’appuie sur des concepts (rétroaction, modeélisation,
systeme dynamique, état, signal, optimalité, ...) dont I'application impacte fortement
I’économie et I'environnement.

Science ayant un rble de 1°" plan dans la transition énergétique de notre société


http://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_du_signal
http://fr.wikipedia.org/wiki/Informatique_th%C3%A9orique
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Historigue

Quelques dates :

1769 : Machine a vapeur de J. Watt (1736-1819)

1922 : Régulateur PID par N. Minorsky (1885-1970)

1927 : Analyse d’amplificateurs par H. W. Bode (1905-1982)
1932 : Analyse de la stabilité par H. Nyquist (1889-1976)

James Watt

1960 : Représentation d’état et contrdle optimal
1980 : Commande robuste

1987 : Commande prédictive généralisée

»
- 1

, Robot « Atlas » de Boston Dynamics (2019)
Machine de J. Watt (1769)
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Aujourd’hui

L’Automatique aujourd’hui :

Présente partout :

- énergie (nucléaire, hydraulique, éolien, solaire, ...),
- transport (terrestre, aéronautique , aérospatiale, ...),
- production industrielle (chaines de montage, de transformation, ...),
en raison surtout de I'apparition de I'électronique,
puis vers les années 60 :

- du microprocesseur

- de l'informatique

Science ayant un rble-clé dans la transition énergétique et le développement durable
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L’Automatique et la transition énergeéetique

Evolution du nombre de livres et d’articles publiés par I'Institute of Electrical

and Electronics Engineers (IEEE) au cours des trois dernieres déecennies :
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Source : IEEE Xplore, juin 2020
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Les systemes automatiques

Les systemes automatisés :
Programmation séquentielle ou 'automatisation porte sur un nombre fini d’opérations
prédéterminées dans leur déroulement.

Exemples : ascenseur, chaine de fabrication d’'une automobile

Les systemes asservis :
Programmation visant a permettre a un systeme donné de remplir une mission
particuliere sans connaissance a priori de tous les cas de figure possibles.

- de tension, d’intensité,
- de position, de vitesse, d’accélération,
Régulation - de concentration,
‘ - de pression,
- de température,
- de débit,
- de niveau,

Asservissement



Régulation & asservissement
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Régulation :

La tache a réaliser consiste a
maintenir une  ou plusieurs
grandeurs physiques d’un systeme
a des valeurs constantes.

Asservissement .

La tache a réaliser consiste a faire
suivre une loi non fixée a l'avance a
une ou plusieurs grandeurs
physiques d’'un systéme (poursuite
de trajectoire).



L’Automatique dans les grands systemes

Grand systeme : Systeme constitué de petits systemes, appelés sous-systemes.

Consignes Consignes

Mesures Mesures

Y

Grand systeme

Dans le cadre de ce cours, nous ne nous intéresserons qu’aux problemes de
régulation ou d’asservissement locaux.

ATS
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Chapitre 1

Modélisation

des systemes monovariables
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Chapitre 1 : Acquis d’apprentissage vises

Etre capable, a I'issue du chapitre, de :
- Représenter un systeme sous la forme d’'un schéma-bloc
- Etablir la fonction de transfert d'un systéme monovariable

- Identifier les parameétres d'un systéme monovariable (1¢/ 2"d ordre)
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Définitions

Systeme (ou processus) dynamique :
Ensemble de relations causales entre des grandeurs d’entrée et des grandeurs de
sorties.

Causalité :
La réponse d'un systéme a un stimulus ne peut avoir lieu qu’apres I'apparition de ce
stimulus.

Entrées :
Variables qui permettent d’agir sur le systeme.

Sorties :
Variables (d’état) du systeme qui peuvent étre mesurées.

Perturbations :
Variables indépendantes qui influencent I'état du systéme et donc ses sorties.

Exemples d’entrée et de sortie d’un systéme :
Intensite, tension, vitesse, débit, pression, température, etc.



Systemes monovariables / multivariables

Systemes monovariables (ou SISO : single-input / single-output) :

Perturbations

.

Une entrée Ain Duﬂ} Une sortie

Systéme monovariable

Systemes multivariables (ou MIMO : multi-input / multi-output) :
Perturbations

Ini
Ot |
yd II‘Z -
n entrees m sorties
. _ In3 11 —_—
(icin =4) uizh (icim =2)
In4

[ a
Systéme multivarisble

ATS
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Modélisation des systemes

Objectifs de la modélisation :

Mieux connaitre le systeme étudié (grandeurs physiques influentes)

Simuler le fonctionnement du systéme (expérimentation directe délicate)

Notion subjective :
Le modéle est issu de la rencontre d’'un systéme et de son modélisateur et ne peut étre
exact.

vision du chimiste # vision du mécanicien # vision de I'électronicien

Exemple : batteries de voitures

les modeéeles de connaissance

Deux classes de modeéles coexistent
les modeles de représentation
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Les modeles de connaissance
CH e

Définition :
Modeles dont les caractéristiques et les équations ont été établies en faisant appel aux
lois de la physique (approche boite blanche).

Exemple :

Modélisation d’'un moteur électrique a courant continu dont I'entrée est la tension U
et la sortie est la vitesse angulaire du rotor

Partie électrique Partie mécanique
U — ]_di):m(t) — Q

Up(t) = K Q1)

U, : Tension aux bornes de l'inductance,

Ur : Tension aux bornes de la résistance R,

Ug : Tension de la FCEM (Force Contre-ElectroMotrice),
| : Courant traversant I'induit.
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Les modeles de représentation

Définition :

lls sont constitués d’'un ensemble de relations mathématiques qui vont relier les
différentes entrées et sorties du systéme considéré (approche boite noire).

Les parametres de tels modéles peuvent n’avoir aucun sens physique particulier connu.

e(t) s(t)

Exemple :

approximation polynomiale a partir de résultats expérimentaux

s(t) = A, + Ae(t) + Le*(t) +...+ A e"(t)



Les systemes linéaires

La classification des systemes dynamiques a introduit la nécessité de distinguer
les systéemes linéaires des systemes non linéaires.

Définition d’un systéme linéaire :
Au sens mathématique du terme, un systéme sera dit linéaire s’il vérifie le principe de
superposition qui s’énonce ainsi :

soit un systéme dont le signal d'entrée est e(t) et le signal de sortie s(t)

Si une combinaison linéaire de x signaux en entrée :

A8y (1) + 2,8, (1) +... 4.8, (1)

géenere un signal de sortie s(t) pouvant s’écrire sous la forme :

() = £8,(0) + 4,5,0) +.45,1)

alors ce systeme est linéaire.

ATS
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Limites de la linéarité

Dans la réalité :

Les systémes physiques ne sont pas linéaires d'une fagon absolue.

On ne peut en adopter, la plupart du temps, une représentation linéaire que dans
un domaine donné (échelle de temps, espace, température, ...) et vis-a-vis d'un
certain critére (distorsion, précision, stabilite, ...).

Exemples de non linéarites :

--=--Courbure dure Saturation dissymétrique Seuil Plus ou moins,
—Courbure moue ou relais
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Les systemes invariants dans le temps

Définition :
Un systeme est dit invariant si sa réponse temporelle a une excitation en entrée ne
dépend que du type d'excitation.

En d’autres termes : N : ; N -
Un systéme est invariant lorsque ses parametres n'évoluent pas

au cours du temps (le systeme ne vieillit pas).

En considérant les signaux d'entrée e(t) et de sortie s(t) d’'un systéme S,

Systeme
S

e(t) —» — 5(1)

ce systeme sera dit invariant si :

e(t+t) — Systéeme |, s(t+1)
S
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Les systemes dynamiques linéaires continus

Systeme dynamique :

Systéme dont les entrées sont a priori variables

Représentation mathématique d’un systéeme dynamique linéaire continu :

Les systemes dynamiques linéaires invariants monovariables sont régis par
une équation différentielle d'ordre fini & coefficients constants du type :

de(t)

2 450, 470

m m1
L n—1 +..4+a,5(t) =D, d e(t)+b _e(t)

dt"™ dt™ g™ M

+hye(t)

ou e(t) est la grandeur d’entrée et s(t) la grandeur de sortie

Il faut n+m conditions initiales : s(0), e(0), ...
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Exemple d’une masse m en translation

—

Frottements: f =—

Relation fond. de la dynamique :

dv
Mm—=F—-a-v mm) m dv(®) + (t)——
dt o dt
Dynamique décrite par une équation diff. du 1°" ordre
V
—_—
k 2
d dxz(t) ax®) ()= F
t

Dynamique décrite par une équation diff. du 2" ordre



Linearisation des systemes : exemple (1/2)

Systeme consideéré : cuve tampon d’une ligne de fabrication de sodas

dH Electro-vanne
Qe _Qs — S - i
dt :
H Vo
Avec : S : section de la cuve He th R
Q, =K+vH (relation non linéaire) ;F_l

Qs

Linéarisation autour du point d’équilibre H, correspondant a: Qe = QS = Qo
QO =K,/ H0

En considérant de petites variations autour de I’équilibre :

Qe:QO+qe Qson+qs HzHO"‘h

dh
m=) |d, — :SE

ATS
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Linearisation des systemes : exemple (2/2)

Q. =K H,+h=K\H, /1+HL =Q, /1+HL
0 0

Avec h << H,, en se limitant a un DL d’ordre 1 :

h Q
Qs :Q0+qs z(20(]'—|_2_|_|0) ‘ qs Zz_l_i)oh

Daprés 0,—0, =39S % ,enposant A= ZQTO
0

Systeme linéaire du 1°" ordre

dh
=Ah+S—
e dt
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Comment déterminer la réponse d’un systéme a un signal d’entrée ?

Probleme :

em
o) ——| LM L s
Signal d’entrée variant Signal de sortie variant
en fonction du temps : connu I en fonction du temps : a déterminer

Equation différentielle :

dre(t) ,  d™e(®

n n—1
d"s(t) 3 d"s(t) ( V)
dt dt

dea)
a
n dtn n-1 dnl

+..+a,5(t)=b,

by — =+ bee(t)
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Comment déterminer la réponse d’un systéme a un signal d’entrée ?

Probleme :

em
o) ——| LM L s
Signal d’entrée variant Signal de sortie variant
en fonction du temps : connu I en fonction du temps : a déterminer

Equation différentielle :

m m-1
0, 8
dt dt

d'st) , . d"s()

de(t)
a
" dt" gt

dt

+..+a,5(t)=b,

+..+Db +b.e(t)

Merci Pierre-Simon Laplace (1749-1827) !
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Transformée de Laplace (1/4)

Définition :
Application de 'ensemble des fonctions du temps, nulles avant l'instant t = 0, dans
'ensemble des fonctions d’une variable complexe p (variable de Laplace) définie par :

F(p)=L[f(t)]= Te_ptf(t)dt
0

Sa réciproque est : L'l[F ( p)]= f(t)

Exemples de fonctions utilisées en Automatique comme signal d’entrée :

e(t) E(p)

g)

Impulsion de Dirac o(t) — 1
2 1

Echelon unitaire I'(t) — B
“

Rampe de pente a a.t N iz

p
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Transformée de Laplace (2/4)

Théoreme important sur la déerivation des fonctions du temps :

L[ £ |=p"F(p) - pf(07) = p"?fV(07) —...— pf "2(07) - £ "(0")

Passage d’une équation différentielle a une fonction de transfert :

dre®)  d™'e( de(t)

d m + m-1 dtm—l

d's(t) , . d"sO) |

an dtn + n-1 dtn_l + bOe(t)

+8,5(t) =h, by ==

7 1 Conditions initiales nulles

a,p"S(p)+a,,p""S(p)+...+28,5(p) =b, p"E(P) +b, P " E(P) +...+b,pE(p) + b,E(pP)

S(p) _bup" +b, p™ 4.+ p+Dy
E(p) ap"+a _,p"'+..+ap+a,

m) |H(p)=
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Transformée de Laplace (3/4)

1) Détermination de S(p) :

Fonction de transfert : connue

!

S(p) = HP)E(p)

Transformée de Laplace
du signal d’entée : connue

2) Détermination de s(t) :

s(t) = < 7'[S(p)]



Transformée de Laplace (4/4) : exemple

Systeme considéreé :

e(t) —| Systéme }— s(t)
’ & Signal de sortie a déterminer

Signal d'entree : Equation différentielle :
échelon unité T : constante de temps
o ds(t - gai '
I(t) 2 % - (t) +5(t) = Ke(t) K : gain statique constant

Fonction de transfert :

_S(m__K_ L
H(p) = E(p) 1+ N supposant les conditions initiales nulles

Détermination de S(p) et retour a I’original s(t) :

1
K 1 Décomposition < -t

S(P)=—="= — S(p)=K(£— d J — S(t)=K{1—e7J

1+ p éléments simples p 1+
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Systemes propres / systemes impropres

Fonction de transfert générique :

S(p) b,p"+b, ,p" " +...+bp+h
E(p) ap"+a_,p"+..+a,p+a,

H(p) =

Systemes impropres :
deg(numérateur) > deg(dénominateur)

. )
Systemes propres :
deg(numérateur) = deg(dénominateur) Principe de
> — Seuls systemes existants
Systemes strictement propres : causalité
deg(numérateur) < deg(dénominateur)

J
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Ordre et classe d’un systeme

Systéme d’ordre n :
c’est le plus haut degré de dérivation de la sortie s(t) par rapport au temps
dans I'’équation différentielle

H(p) _ S(p) _ bmpm +bm—1pm_1+"'+b.l.p+b0

= . — — systéme d’ordre n
E(P)  a,p +a,p" +..+ap+a

Systeme de classe k :
On dit qu’un systéme est de classe k si e(t) figure explicitement dans I'équation
différentielle mais pas s(t), $(t), ..., Sk_l(t)

m
S5(p) = O~ +...+ by — systeme de classe k
E(p) pk(1+ ap+..+a p") et d’ordre k+n

H(p) =

Remarque : Le four industriel constitue un systéme d’ordre 2 et de classe 1



Poles et zéros d’un systeme

S(p) b,p"+b, ,p" " +...+bp+h
E(p) ap"+a,,p" " +..+a,p+a,

H(p) =

Les zéros de cette transmittance sont les m racines du numérateur.
Les pbles de cette transmittance sont les n racines du dénominateur.

La forme factorisée de H(p) est :

m zéros de H(p)

/N

H(p) = S(p) _ b. (p—z)(p—-2,)...(p—2,)
E(p) a, (p—p)(P—P,)-.(P—P,)
\‘,‘ /

n péles de H(p)

Les pdles p; ainsi que les zéros z; sont reels et/ou complexes conjugues.

ATS
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Equation caracteéristique d’un systeme

H(p) = S(p) _ b P +by P+ Dy
E(p) ap"+a,,p" +..+a,p+a,

L'équation caractéristique d’un systeme est le dénominateur de sa fonction de transfert
posé égal a zéro :

Equation caractéristique de H(p) : a, pn +an_1pn_1 +...+qp+a,= 0

Les pbles d’'une fonction de transfert sont donc les solutions de I'équation caractéristique
de cette fonction de transfert.
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Cas d’un systeme d’ordre n (1/2)

Dans le cas ou H(p) présente r plles réels et g paires de pbles complexes
conjugueés, (n =r + 2q) cette transmittance peut s’écrire comme suit :

H(p)—S(p) ~ b, p" +b,,p" " +..b p+hy
E(P)  a,(P=P)(P—P.)-(P— PP —an)’ + A7 L.A(P—p)* + 55 )
r pﬁI;;réels g paires de poles complexes conjugués

Grace a une décomposition en éléments simples, on peut écrire :

A.
H(p) = A LD, LA
P=DH P—=P;j P—=D
B,p+C, n Bip+GC B,p+C,

+ 2 2 +... > > +...+ > >
(P—ay)” + B (P—a)" + 5 (p—a,) +p,

H(p) se décompose alors en une somme de transmittances du premier et du second
ordre :
H(p) = Hy(p)+...+ H;(p) +..+ H.(p) + H;(p) +...+ Hi(p) +...+- Hy (p)

* ¥
| premier ordre | | second ordre |
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Cas d’un systeme d’ordre n (2/2)

S(p)=H;(p)E(p)+...+H;(p)E(P)+...+ H, (P)E(P)

— _
Y

r réponses de systemes du 1°" ordre

+H;(P)E(P) +...+ H{(P)E(P) +...+ Hy(P)E(p)

— __
Y

g réponses de systemes du 2" ordre

La réponse d’un systéme d’ordre n peut étre déterminée par la superposition
des réponses d’un certain nombre de systémes du 1¢" ordre et du 2" ordre.
D’ou I'importance de I’étude de ces systémes.
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Quelqués formules relatives aux systemes du
2¢me grdre apériodiques (1/2)

Réponse indicielle d’'un systéme du 2¢™e ordre apériodique (§ < 1) de gain statique K =1 :
Step Response

14 T T T T T T T T

A 2
I E(p) = Koy
1 (p) T a2 2
L ID € : p°+2¢w, p+ w,
I
I
S(00) + NYbferrsfrerssafersuae. TN e O
L T L T T
S(OO) - N reesemrerradiannens P R o e Lo T
I I Temps de montée ¢ — (7 - Arcosé)
1 2
’ osf T : : wo\1-&
I ! . z
z I | Temps de pic : t,; =
Einl. v w1 &
I
| ! L 2z
I I Pseudo-période : T, =
04} ! : a’o\ll_étz
I
I
: I Pseudo-pulsation : @, =@,4/1-&2
o2f f 1 (100)
o "N
I ) .
: Temps de réponse a N% : t,(N%) =
M1k , 1 Ctr(N%) | . P P w,&
% t02 t' 04 08 08 1 12 14 156 —Jl’i%
m pic Time (sec) Dépassement % : D,, =100D =100e
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Quelqués formules relatives aux systemes du
2¢me grdre apériodiques (2/2)

Cas des systémes résonnants (£<1/+2) :

Diagramme de Bode Diagramme de Nichols

—
o

10
0 L |
o~ 0 [&
gl Mg !
o |
2
g0 1 e
£ I b
@k [
2 1 2 20
1 bl
a0 o5y gﬁ
0 P i
J @l
wR |§.
-a5 g
e 20l
h=3
5 90k
.
i e !
=135
-180 s N N N IR (e ol T | N L n n L —— -60 | L 1
10" 10! -180 -138 Open-Loop Prése (deg) -45 0

Pulsation (rad / s)

Pulsation de résonnance : @, = @, y/1-2&?

Facteur de résonnance:MdE,:GdB(a)R)-GdB(O):zmog( 1 ZJ
251-¢
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Composition de transmittances (1/4)

Systemes en cascade :

E(p)—| Hi(p) [ Ha(P) === HaP) = S(p) —> |H(P) = Hi(p)Hx(p)....H,(P)
Sous matlab :
H, et H, en cascade:
Systémes en paralléle : >> H = HI"HZ;
H.(p)
/ +
E(p) > Ha(p) ; S(p) = |H(p) = Hi(p)+Hy(p)+....+H,(p)
: +
L Sous matlab :
H..(p) H, et H, en parallele :
>>H = H1+H2;
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Composition de transmittances (2/4)

e(t) £(t) s(t)

| In1 Cutl I I:I
Consigne Gip) Sortie
Outt In1

H(p)

v T~

Fonction de Transfert Fonction de transfert
en Boucle Fermée (FTBF): en Boucle Ouverte (FTBO) :

S(p) =G(p)e(p)
£(p)=E(p)-H(p)S(p)

FTBO=G(p)H(p)

Free =P _ G(p)
E(p) 1+G(p)H(p)




Composition de transmittances (3/4)

il

Consigne

In1 G(p) Out1

Chaine directe

Sortie

rd

Fonction de transfert en BF :

FreE = S(P) __G(p)

E(p) 1+G(p)

N\

Fonction de transfert en BO :

FTBO =G(p)

ATS



Composition de transmittances (4/4)

I

G(p)H(p)

*[ 1/H(p)

— S(p)

ATS



Systemes linéaires multivariables (1/2)

Pour représenter un systéme avec plusieurs grandeurs a controler :

Un systeme MIMO avec n variables d’entrée et m variables de sortie

n entrées de
commande

A o3
b -3

— > | osh ™ m sorties en observation
b 3

Iné Outd

Systéme multivariable

S;(p) =Hyu(P)E,(P)+...+ Hy (P)E(P) +...+ Hy, (P)E, (P)

S (D)= H,(PE (P) -t H,(P)E (P) -t H (P)E. (D)

Sn(P)=H(P)E(P)+...+ H(P)E(P)+...+ H,,(P)E,(P)

ou Hy(p) est la fonction de transfert entre la ime entrée et la j™Me sortie.

ATS



ATS

Systemes linéaires multivariables (2/2)

Exemple de systeme multivariable : Broyeur humide industriel

>
119 ~5x107°
H = H =
1(P) 217p+1 5(P) 10p+1
Flow from _ 153 _ 930
P Solid feed = Mill Yy mill Sumpwater H12(p)_337p+1 H31(p)_ 500p+1
w2 — i ~21 6676
Hia(P) = Ha(p)= e
I Ot O g
m X —
Densi H = H =
Cy #- e e — of:;(‘:tgm 21( p) 500 p+ 1 8 ( p) 47 p+ 1
o 7.67x10™
H, (p) = m

|

Couple du moteur faisant tourner le broyeur (Nm) — s Y1( p) = H11 ( p)u1( p) + le ( P)Uz( p) + H13 ( p)u3( p)
Débit en sortie du broyeur (= mill) (m%/s) ——= Y,(P) =H, (P)u,(p)+H,, (P)u,(p)+ H (p)us(p)
Densité d’alimentation du cyclone (kg/m3) ——> Y3( p) = H31 ( p)u1( p) + H32 ( p)uz ( p) + H33 ( p)u3( p)

A
Alimentation en eau du broyeur (kg/s) /X

Alimentation en solide du broyeur (kg/s) Alimentation en eau du mélangeur (= sump) (kg/s)
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QCM sur le Chapitre 1
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Chapitre 2

Quantification des performances

des systemes bouclés
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Chapitre 2 : Acquis d’apprentissage vises

Etre capable, a I'issue du chapitre, de :
- Analyser la stabilité par les critéres de Routh et de Nyquist
- Analyser la stabilité par les critéres du revers et de Nichols.
- Evaluer la rapidité (temps de réponse).

- Evaluer la précision (erreurs statique et dynamique).
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Principe de la commande en boucle ouverte

Systeme en boucle ouverte :

> systéme dont aucune information sur la grandeur de sortie n’est disponible

e L Out! f——{in Dut1l I

Consigne

Actionneur Processus Sortie

=P | les perturbations qui agissent sur le systéeme ne sont pas prises en compte




ATS

Principe de la commande en boucle fermeée

Principe général :

1) Observation (mesure de la grandeur a contrdler via un capteur)

2) Réflexion (comparaison de la grandeur mesurée avec la valeur désirée)

3) Action (détermination d’un signal de commande pour modifier la grandeur a
controler)

Systeme en boucle fermée :

Signal de
commande

|— e ]
’Q—. In1 Outi Pin1 Out! f——— In1 Out1 ' u
Consigne Sortie

Correcteur Actionneur Processus

Régulateur

Outi In1 [l

Capteur
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Commande en boucle fermée : exercice

Le pilote automatique d'un avion est utilisé, notamment, en commandant
I'altitude par l'intermédiaire du gouvernail de profondeur. Pour une premiere
approche, le pilote automatique recoit un signal électrique qui l'informe de
I'altitude h de I'avion : ce signal proportionnel a h est fourni par l'altimétre.

Il est comparé a un signal de consigne proportionnel a l'altitude choisie h, par
le pilote et donne le signal d'erreur e. Un correcteur électrique traite l'erreur e
et délivre un signal de commande u a un actionneur électro-hydraulique
chargé de mouvoir le gouvernail de profondeur.

Donner la représentation compléte de ce systeme sous la forme d’un schéma-bloc



Formes abrégées :

[ |

Consigne

Autres representations des boucles fermees

In1 Qutl

¥

Chaine directe Sortie

Quti In1

&

Chaine de retour

Si I'entrée et la sortie sont directement comparables sans transformation :

Consigne

b

Chaine directe Sortie

Systéme bouclé a retour unitaire

ATS
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Objectif de la commande en boucle fermée

Régulateur

& =
J + i1 Qutl - i1 Out! f———] In1 Outl |
- Signal de
Consigne Correcteur commande Actionneur Processus Sortie
Outi In1 ol
Capteur

La détermination du correcteur est le probleme essentiel de I’Automatique

Assurer le rejet de perturbations

Ameéliorer la stabilité, la précision et la rapidité
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Modélisation d’un systeme perturbé : exercice

Prise en compte d’une perturbation d(t) :

d(t)

+

e(t)
o) (1 H.(P) —*é{)—— Ha(P) T ()

Déterminer I’expression de S(p) en fonction de E(p) et de D(p)

Méthode :

1) Annuler e(t) puis exprimer S(p) en fonction de D(p)
2) Annuler d(t) puis exprimer S(p) en fonction de E(p)
3) Appliguer le principe de superposition
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Modélisation d’un systeme perturbé : solution

Prise en compte d’une perturbation d(t) :

d(t)
+ e(t) N
o) —()——] H® —é{)—— Ho(p) T S0
_ Hi(p)H,(p) H,(p)
= H, () - P TR ()
g ~ L ~ J
Fonctionnement en asservissement Fonctionnement en régulation

En régulation, on considere en général que la consigne est constante : e(t) =0

En asservissement, on suppose I'absence de perturbation : d(t) =0
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Rappel sur les régimes permanent et transitoire

Régime permanent :

Lorsqu’un systeme est soumis a une commande constante pendant un temps assez
long, sa sortie prend alors a son tour une valeur constante. On dit alors que le systéme
est en régime permanent

Régime transitoire :
Intervalle de temps entre deux régimes permanents

4 permanent , transitoire permanent
< > < >i < 4
I / .
€ |----------------- | :
s, i
e, i E
- : » temps
0 t, t,
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Rapidité

Définition :
Elle caractérise le temps que met le systéme a réagir a une brusque variation de I'entrée,
c’est-a-dire le temps de réponse.

Pour une entrée en échelon, on considére souvent le temps de réponse a 5% : trg,

<5%
S(o0)
s(t)
A
- ——— - S() +5%
A 5()
Y JER Wy SRy 5(oc) 5%
|
|
I
|
I
L » temps

Suivant la grandeur de trg,, le systeme est +/- rapide



Précision
+

e(t) —

La précision statique :

Elle concerne les systemes a entrée fixe
(— régulation) et s’exprime par une

&(t)

G(p)

ATS

grandeur appelée erreur statique

V'S

] &)

e(t)
s(t)

» temps

1

> S(1)

La précision dynamique :

Elle concerne les systémes a entrée variable
(— asservissement) et s’exprime par une
grandeur appelée erreur dynamique

- eV

s

1 e

» temps

Suivant la grandeur de P’erreur, le systeme est +/- précis




Précision (suite)

£(t)
I

temps

s(t)

£(t) : écart de trainage

ATS
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Précision : calcul de ’erreur

Systeme considéreé :

+ e(t) K
e(t) ‘(%)—‘ G(p) - s(t) avec G(p)=— —
g p"(I+ap+...+a,p ")

1
g(p) = E(p) - S(p) = &(p)= m E(p)

1+

P“(L+a,p+..+a,p™)

Theoreme de la 1

valeur finale : &) = F!Efol(pg( p)): F!T} p1+ K E(p)
p“@+ap+..+a pm)

L’erreur dépend donc de

p—0* la forme du signal e(t)

p“"(l+a,p+...+a_p") E(p)
p“@+ap+..+a, p")+K

— |£(0) = Iim[
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Précision : calcul de ’erreur

Classe

de G(p)
) k=0 k=1 k=2 k> 2
Entrée
A
e(t)=A = 0 0 0
() 1+K
e(t)=v-t 0 g=— 0 0
K
_1 0 a
e(t)=—at 00 00 &E=— 0
2 K

k+1 m |
£(0) = lim E l+ap+..+a,p") E(p)
-0 P L+ap+...+a, p")+K
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Précision : 1°" exemple applicatif

Systeme considéreé :

un moteur a courant continu asservi en vitesse

+ e(t) )
G(p)= m e(t) 4(%)__ G(p) > S(t)
(classe 0)

£(p)=——E(p)
1+Tp

1+Tp
1+Tp+K

g(o) = I|m p-g(p)= I|m p- E(p)

: _ _a _
sie(t)=a E(p)—p = £(00) = 1+ K

sie(t) =at E(p) =i2 —p &(0)=
p



Précision : 2"d exemple applicatif

Systeme considéreé :

un moteur a courant continu asservi en position

K + e(t) ‘
G(p)= (11 Tp) e(t) ‘(%)_— G(p) > S(t)
(classe 1)

_ 1 o) = lim 0.6(0)= lim p._ PE+TP)
a(p)-1+ < E(P) [s()= lim p-s(p)= lim p-—7" o E(P)
p(1+Tp)
sie(t)=a E(p)=% = £(00) =0

sie)=at  E(p)=— = &(0)=—
P K

ATS
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Stabilite

Définition :
Un systéme linéaire est stable si sa réponse a un stimulus est un signal ne présentant
pas de divergence temporelle.

Stabilité Entrée Bornée / Sortie Bornée :

Un systeme est stable EB / SB si la réponse a une entrée de type borné est elle-méme
un signal borné.

s(H)] sV

/

Y

\4

Systeme instable Systeme stable
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Stabilite : types de stabilité

Types de stabilité

-Un systeme est dit simplement stable si, en partant dans le voisinage d'un point
d'équilibre de ce systéme, on reste toujours proche de ce point dans le futur.
-Un systeme est dit "asymptotiquement stable" si, en partant dans le voisinage
d'un point d'équilibre de ce systeme, |'état va converger vers ce point d'équilibre
en des temps trés longs.

-Un systeme est dit instable s'il n'est pas stable.

Exemple : équilibre d’une bille :

-

1N AR
m h—d

Position bille Position bille Position bille

Temps Temps \ Temps

Systeme asymptotiquement stable Systéme stable Systéme instable
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Stabilité : définition

Définition :

un systeme sera dit stable si sa réponse impulsionnelle est absolument intégrable.
limh(t) =0
t—o0

Impulse Response
T T

1201 instable . 7

100 + _
80 - / _
60 - stable .

Amplitude

0 02 04 06
Time (sec)

60 | 1

80k _
1 1 | 1

0.8 1 1.2 14



Stabilité : equation caracteristique

E(p) G(p)

H(p)

k=1 j=1

ATS

S(p) __ G(p)

> S(p) E(p) 1+G(p)H(p)

|

m
K] ](p+z)
S(p) _ H
E r
ol ”H(p+crk)1_[(p +2a;p+(af +@%))
k=1 j=

r q
p”H( p+ ak)H( p°+2a;p+(a +@F))=0 estl'équation caractéristique

La réponse impulsionnelle est alors (quand n =0) :

s(t) = ZAke"’kt+ZB( Je Jsln(a)t+¢9)

Les pbles de la FTBF doivent étre a partie réelle négative
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Stabilité : critere d’Edward John Routh (1831-1907)

Définition :
Ce critere enonce une condition nécessaire et suffisante pour que tous les poles
de la FTBF soient a partie réelle strictement négative. On suppose que I’équation

caractéristique de la FTBF s’écrit sous une forme polynomiale.

(La FTBF est mise sous la forme I;(p) ou N(p) et D(p) sont deux polynémes en p)

Equation n N1 ~
caractéristique : | 2P TP+t P+ = 0

L'intérét de ce critere est qu'il dispense de déterminer la valeur des zéros de
I’équation caractéristique.

Remarque :
Quel que soit I’ordre, la positivité de tous les coefficients a, est une condition

nécessaire. Jusqu’a l'ordre 2, elle est suffisante.



an—4

an—5

Stabilité : critere de Routh (suite)

On dresse le tableau suivant jusqu’a I'obtention d’une ligne de O :

Coefficients du polyndbme
caractéristique

Coefficients a calculer

Ligne de zéros

ATS
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Stabilité : critere de Routh (suite)

Calcul des coefficients b; :
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Stabilité : critere de Routh (suite)

Calcul des coefficients b; :
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Stabilité : critere de Routh (suite)

Calcul des coefficients b; :

b, =
b1 bz b3 b4 T 2 a4
G C C3 Cp === h = 1 e & &y
I I I 3 a_,
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Stabilité : critere de Routh (suite)

Calcul des coefficients c; :

an an_p an_4 A g - == b, = e B e C = b-a,;-a,.°b
L=
an—1 bl
a,_ a _ a. a - —=-
n1><n 3 n-5 n—7 bzzan—l'an—4_an'an—5
a
b, b, b, b, --- n-1
a, -, s—a,-a,
an—1
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Stabilité : critere de Routh (suite)

Calcul des coefficients c; :

a, a,_» Ay _g Ay g ———. bl _ ay g8 p—8,-8y 3 C, = b1 Ay 3 —d - b2

an -1 b1

_ bl Ay s —d, - b3

>< b, = C,
b= b, b b, . a1 oy

Cy C, Cy C,k, -—---: b, = Et ainsi de suite...




Enoncé du critere :

a, an_2 n_4 A6 ---
an—l an—3 an—5 an—? -
b1 bz bs b4 -
| | | |
| | | |
| | | |
0 0 0 0

Stabilité : critere de Routh (suite)

ATS

_ Ay 48, —8, 8,3 c = bl A, ,—ad, ;" b2
=

an—1 bl
_ An 3-8 48,8y 5 C, = bl Ay 58y ¢ b3
an—1 b1
a, ,;-d —a -a ,
=— : — Et ainsi de suite...
an—1

. . . n n-1 N . z
Les zéros de I’équation a,p +a,_,p ~+..+ap+a,=0 sont a partie reelle
strictement négative si et seulement si les termes de la premiére colonne

sont tous de méme signe.
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Stabilité : critere de Routh (exemple)

> S(p)

FreF =P N(p)
D(p) p°+05p°+3p+35

H(p) [

B b -0 > Les éléments de la premiére colonne ne sont pas
b =4 2~ 0 tous positifs, ce systeme bouclé est instable.
c,=35 ¢,=0 0
0 0 0 )
Remarque :

Tous les coefficients a, sont positifs (condition nécessaire mais pas suffisante)
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Stabilité : critere de Harry Nyquist (1889-1976)

Il n’est pas toujours possible d’appliquer le critéere de Routh (par exemple, si le systéme
en BO posséde un retard pur). On va donc s’intéresser a une propriété remarquable du
lieu de Nyquist d’'un systéme en BO qui permet une analyse de la stabilité du systeme
en BF a partir de la FTBO.

+ e(p)
E(p) G(p) ~ S(p) FTBO=G(p)H (p)

~tae__ G(p) __G(p)
1+G(p)H(p) 1+FTBO

' N

H(p)

Il'y a instabilité lorsque : | 1 + FTBO =0 | ou encore :| FTBO =-1
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Stabilité : critere de Nyquist

Enoncé du critére de Nyquist :

Pour qu’un systéme soit stable en BF, il faut et il suffit, lorsque « p » décrit le contour

de Nyquist que le lieu de sa FTBO effectue autour du point critique un nombre de

tours N égal au nombre de péles P a partie réelle strictement positive de cette FTBO.

Remarques :
- Le contour de Nyquist englobe le demi-plan complexe positif (de droite) :

- d’'une droite recouvrant I'axe des imaginaires purs
- d’'un demi-cercle de rayon r = « partant de 0 + jw et orienté dans le sens des
aiguilles d’'une montre vers le point d’affixe 0 - jw
- Si la FTBO comporte un ou plusieurs poéles imaginaires purs, le lieu de cette

FTBO comporte des branches infinies et devra donc étre complété a I'infini sur la

droite.
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Stabilité : critere de Nyquist (exemple 1)

200

FTBO = .
(p-1)(p+10)

== Un pOle a partie réelle strictement positive

p,=1ldoncP=1

Nyquist Diagram
T T T T
w<0

Le lieu de la FTBO n’a pas
besoin d’étre compléte.

Il fait un tour autour du point
critique (-1,0), dans le sens
trigonométriqgue donc N =1

Imaginary Axis

N = P : le systeme est stable en BF

>0

-2 -1.8 1.6 14 12 -1 0.8 -0.6 04 0.2 0
Real Axis
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Stabilité : critere de Nyquist (exemple 2)

FTBO = _K avect>0 ===p Un pOle a partie réelle strictement positive

p(1—1p)
p,=1/t doncP=1

Le lieu de la FTBO posséede une
asymptote verticale en O 20

Nyquist Diagram
T T

Le lieu de la FTBO doit étre complété Il

dans le sens des aiguilles d'une montre ¢
(complément indiqué en rouge)

Imaginary Axis
T
+

Le lieu de la FTBO n’entoure pas
point critique (-1,0) donc N =0 5l

A0k

N # P : le systéme est instable en BF
pour toutes les valeurs de K

5k

20 1 I I I

Real Axis
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Stabilité : critere du revers (1/2)

Enoncé du critére a partir du diagramme de Nyquist :

Un systeme stable en BO sera stable en BF si en parcourant le lieu de sa FTBO
dans le sens des o croissants (de 0 a +), on laisse le point critique (-1,0) a
gauche de ce lieu.

Im(FTBO) Im(FTBO)
'
-1 T
| N » Re(FTBO)
w/ I-l wWw— +
w/
w — O w+ 0
Systéeme stable Systeme instable

Ce critére n’est applicable que dans le cas ou la FTBO ne posséde pas de pdle a
partie réelle strictement positive (systeme stable en BO).
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Stabilité : critere du revers (2/2)

Enoncé du critére a partir du diagramme de Nichols :

Un systeme stable en BO sera stable en BF, si en parcourant le lieu de sa FTBO dans
le sens des o croissants (de 0 a +), on laisse le point critique (0dB,-180°) a droite de

ce lieu.
T Ggg (dB) Ggyg (dB)
-180 T
| ﬁ(deg)
1 W — O -180 ¢ (deg)
i >
wA w— 0
wA
wWw — + o
w — + oo

Systeme stable en BF Systéme instable en BF

Ce critére n’est applicable que dans le cas ou la FTBO ne posséde pas de pdle a
partie réelle strictement positive (systeme stable en BO).
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Notion de degré de stabilite

Dans la pratique, s’assurer de la stabilité d’'un systéme bouclé n’est pas suffisant.
En effet, sile lieu de sa FTBO passe trop pres du point critique, sa réponse indicielle sera
mal amortie.

Exemple (critere du revers) :

Nyquist Diagram Step Response
T T T T

14

0 . : |

W — + o0 "w — 0*

12+

'1_

08f

Imaginary Axis
A
Amplitude

0.6

0.4 .

0.2 —

i 1 I I I I 1 I I 0 ! I I I 1 1 I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ] 0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Real Axis Time (sec)

=P Notion de marges de sécurité interdisant un voisinage immédiat du point critique
((-1,0) dans le plan de Nyquist et (0,-180) dans le plan de Nichols) :

Marge de gain et marge de phase
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Représentation des marges de gain et de
phase dans le diagramme de Nichols

Le point critique (-1,0) est défini par un module unité et un argument de -n

G (dB)
Point critique 4

-180 A / 0

> o(°)

AG
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Representation des marges de gain et de phase dans
les diagrammes d’Hendrik Wade Bode (1905-1982)

G (dB) 4

0 \ » f(Hz) ou o (rad.s™)

» f(Hz) ou o (rad.s?)

-180
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Représentation des marges de gain et de
phase dans le diagramme de Nyquist

Le point M est défini par I'intersection
du lieu de N}/c!mst de la FTBO avec Ie. , + Im(FTBO)
cercle centré a 'origine et de rayon unité. P B

Le point N est défini par l'intersection

du lieu de Nyquist avec le demi-axe —
des réels négatifs. I \
1IN
La marge de phase Ag est I'angle /l 0 > Re(FTBO)
orienté : v [Ae

(O_I)\I O_I\)/IJ Point critique g

~~~~~~

La marge de gain AG (en dB) est :

-

AG=0-20logx < AG=20Iog§ ol x=|ON
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Définition des marges de gain et de phase

La marge de phase représente le déphasage supplémentaire qui peut étre
introduit dans le systéme bouclé pour 'amener a l'instabilité. Elle est exprimée

en radian ou en degre.

Ap =arg(FTBO(j®.))+180° avec 20 Iog(\ FTBO( ja)C)‘) =0dB

La marge de gain représente le gain supplémentaire qui peut étre introduit dans le
systeme bouclé pour I'amener a I'instabilité. Elle est exprimée en dB.

AG = -2010g(FTBO(jm,)) avec  arg(FTBO(j@,))=-=

En pratique :
pour qu’un systéme bouclé soit bien amorti, les marges de gain et de phase doivent

avoir des valeurs supérieures a certaines valeurs minimales.

Ap...=45a50° AG=8a10dB

En général, il suffit d’affaiblir le gain pour améliorer le degré de stabilité.
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Chapitre 3

Synthese de correcteurs

a actions élémentaires
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Chapitre 3 : Acquis d’apprentissage visés

Etre capable, a I'issue du chapitre, de :
- Expliquer le rGle des actions élémentaires P, | et D

- Régler les parametres d'un correcteur PID

- Régler les parametres d'un correcteur a avance / retard de phase

- Appliquer le prédicteur de Smith aux systemes a retard



Introduction

Signal de
commande

Régulateur

|

Consigne

e

In1

Out1

Correcteur

' [l

Cutt

In1

Outl

ATS

Actionneur

Out1

Processus

In1 ol

Capteur

Sortie

Il existe 3 actions correctives élémentaires qui permettent, individuellement, de
corriger telle ou telle performance. Elles sont relativement simples a réaliser mais,

en général, dégradent d’autres performances. Elles sont utilisables lorsque le cahier
des charges est peu exigeant. Dans le cas contraire, il faut envisager de les combiner

au sein d'un correcteur plus complexe...
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Analyse de la stabilité dans le domaine
fréequentiel

La stabilité d’'un systeme en BF est liée a sa marge de phase en BO

Plus la marge de phase A® d’un systéme en BO est grande, plus saréponse
indicielle sera amortie durant le régime transitoire.

Remarque : Un systeme qui a une marge de gain ou une marge de phase négative est
un systeme instable en BF.

NG
98 Diagramme de Bode en BO Diagramme de Nichols en BO

AD
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Analyse de la rapidité dans le domaine
fréequentiel

N GdB

La rapidité d’'un systéme estliée ala Gg(w—0) .
I de sa bande passante en BO : Augmentation
argeur P ' rapidité en BF
Plus la bande passante en BO est c
large, plus le systeme est rapide ' y 0>

en Blé Bande passante c

Diagramme de Bode (gain) en BO

Bande passante = [0 ; w.] = Bande sur
laquelle : G
Gdb(w) =0 dB w=0 | dB

w, est la pulsation du point de gain nul :
Gdb(w.) =0dB W = W

Diagramme de Nichols en BO
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Analyse de la précision dans le domaine
fréequentiel

N GdB

Pour un systeme du 1°" ordre ou du G (W—0) CI Augmentation precision en BF
2¢me ordre, s\ W=V (D
: ) N > W
plus le gain statique en BO est
élevé, plus le systéme est précis
en BF.

Diagramme de Bode (gain) en BO

Ceci est également vrai pour les
systemes d’ordre supérieur. G
_ . L Augmentation précision en BF
Pour avoir un systeme précis a D G u(w—0)
100% en BF, il faut que le gain > @
statique en BO tende vers l'infini

Sur diagrammes de Bode et Nichols
. Gain statique = gain pour w—0

Diagramme de Nichols en BO
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Notations

+ ()
e(t) —>®—>

B(p)
Sans correcteur en BO: Sans correcteur en BF:
A(p)
FTBO = A(p)B FTBF =
ne(P)=A(p)B(p) nc(P) T+ A(p)B(p)
Avec correcteur en BO : Avec correcteur en BF :
C(p)A(p)
FTBO.(p)=C(p)A(P)B(p) FTBF(p) =
i =7 14+C(p)A(p)B(p)




Correcteur proportionnel (1/2)

C(p)=K

A pour action de modifier le gain statique initial du systeme

En BO non corrigée : Gy gg) = 20 |Og|FTBOnC (a))|

@nc (@) =arg(FTBO . (w))
En BO Corrigée . GC(dB) = Gnc(dB) + 20 |Og K

D (w) = Pnc (w)

ATS



ATS

G (dB) ¢

Correcteur
proportionnel (2/2)

20log K{ Wec
0 \: — ©

\ 40 dB/dec
On passe de la courbe de gain ’ Ge(ap)
initiale G,,4g)  la courbe corrigée :
en ajoutant a chaque segment
J. q g Gnc(dB)
le gain 20 log(K).

-180°
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Correcteur proportionnel : exemple (1/4)

1
C(p)=3 A(p) = B(p)=1
(P) (P) P> +6p°+9p+4

1
P +6p°+9p+4

FTBO(p) =

3
FTBO,(p) =
L o(P) P’ +6p®+9p+4
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Correcteur proportionnel : exemple (2/4)

Diagrammes de Bode

N
o

=Y
(=]

o
«Q
—~

w
~

(=)

L
o
—

Magnitude (dB)
[N
o

&
S

A
S

Ge(ap)

n
S
-

&
oS

Gnc(dB)

-135

-180 \ /] (w)
-225 T b

10

Phase (deg)

Frequency (Hz!

Diminution de la Le systeme corrigé sera
# )
marge de phase moins stable en BF
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Correcteur proportionnel : exemple (2/4)

N
o

=y
(=]

(=)

L
o

Magnitude (dB)
[N
o

&
S

A
S

Ge(ap)

n
S

&
oS

Gnc(dB)

A
o

-90

-135

Phase (deg)

-180

225 g g | (Dnc(w)

Frequency (Hz)

Augmentation de la pulsa- Augmentation de Le correcteur aura tendance
- - - # Y yd yd N
tion du point de gain nul La bande passante a accélérer le systeme en BF
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Correcteur proportionnel : exemple (2/4)

Ge(dp)

Gnc(dB)

Pnc (@)
| :10’1 : : | E— :100 : ¢C(w)

Frequency (Hz

a augmenter la précision en BF




Open-Loop Gain (dB)

Correcteur proportionnel

exemple (3/4)

do

--------------------------------------------------------------

_______________________________________________________________

e e e ~80 de

e T— e

Diagramme de Nichols

Sans correcteur

B i i

S N S S S— ———
S i B

tttijiI} N . ———

| | o i | 20048

380 -315 -270 -225 -180 -135 -80 -45 0

Open-Loop Phase (deg)

ATS
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Correcteur proportionnel : exemple (4/4)

Réponse indicielle du systeme en boucle fermée :

Step Response
1.4 d s

1.2

f\ Avec.correcteur

-
v
\

\

Amplitude

.
/
|

]/ .
1/

[ a)

Sans correcteur

02

On améliore la rapidité et la précision du systeme en BF mais on diminue la stabilité
(ce qui peut aller jusgu’a le rendre instable) et on accroit son dépassement.
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Correcteur intégral (1/4)

C(p)=—
P

Le correcteur ajoute un pOle nul ala FTBO ===p  Erreur de position nulle en BF

A pour action d’améliorer la précision du systéme asservi

En BO non corrigée : Gy gg) = 20 |Og|FTBOnC (a))|

@nc (@) =arg(FTBO . (w))

En BO corrigée : G () = Gneasy — 20 Iog|a)|

@ (a’) = @nc (a’) - %



Action sur le gain :
Gnc(dB) - 20 |0g|FTBOnC (a))|

On passe de la courbe de gain
initiale G4y @ la courbe corrigée
en retranchant a chaque segment
I'équivalent d’'un segment de
pente 20 dB / dec.

Correcteur intégral (2/4)

— Ge(dp) = Gne(ap) —20|09|0)|
G (dB) 1

ATS

~\20dB/dec

- 20 dB/dec

}(D

Le gain statique est augmentée
(jusqu’a I'infini), le systeme en BF
corrigé sera plus précis (a 100%)

1 rad/s

| \ 40 dB/dec

Gnc(dB)

- 60 dB/dec

Ge(ap)
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Correcteur integral (3/4)

Action sur la phase :

T
P (@) =arg(FTBO () - @ (@) =pn. (@) - E
Le diagramme de phase est (")
translaté de 1T/ 2 vers le bas. : — ©
-90°
Pnc (@)

@. (@)



Correcteur integral (4/4)'\20d8/dec

Diminution de la pulsation du point de
gain nul

Augmentation du temps de montée

!

L'intégrateur aura tendance a ralentir

le systeme en BF

La marge de phase est changée et
est susceptible de se retrouver prés

ATS

G (dB) 4
- 20 dB/dec
O ' ! } ©
1 rad/s \ 40 dB/dec
| Gre(d)
- 40 dB/dec
60 dBJdec
2 :
o(°) Ge(d)
1 } (D
-180°

de 0°: l

La stabilité et la limitation du

dépassement s’en trouvent dégradées en BF
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Correcteur integral : exemple (1/3)

1 10 _
C(p)=— A(P)=— B(p)=1
P p +5p+4
f
10
FTBO. (p) =
nc(p) p2+5p+4
<
10
FTBO.(p) =
L ’ p(p?+5p+4)
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Correcteur integral : exemple (2/3)

Diagrammes de Bode

-50

Magnitude (dB)

Gnc(dB)

-100

Ge(ap)

-225

e T e

10" 10° 10" 10°

- Augmentation du gain statique jusqu’a l'infini : | systeme précis a 100% en BF
- Diminution de la marge de phase : systéme moins stable en BF
- Diminution de la pulsation du point de gain nul | systéme moins rapide en BF
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Correcteur integral : exemple (2/3)

Diagramme de Nichols
80

e AL . . N O AT S S, . .0
ghenp B : : : o : g 23 3
bt : ' - Sans correcteur

Open-Loop Gain (dB)

OB e S i i - SN T, - ST - — .. -100 dB:

-120 IR ; A AT o i 3 ’
=350 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 0
Open-Loop Phase (deg)
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Correcteur integral : exemple (3/3)

Réponse indicielle du systeme en boucle fermée :

tep Response

1.8

i

/ \ Avec correcteur
A e
: l \ / N Réduction de
“os \ I'erreur statique
IR ,

04 / / Sans-correcteur
0.2

0 5 10 15 20 25 30
‘ Jime (sec) l

¥
Augmentation du temps de réponse a 5%

La précision est obtenue mais au détriment de la rapidité et de la stabilité
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Correcteur a action derivee (1/4)

C(p)=p

Le correcteur ajoute un zéro nul a la FTBO ===p  |ntuitivement : action inverse de
celle de l'intégrateur

En BO non corrigée : | Gy ggy =20 |Og|FTBOnC (a))|

@nc (@) =arg(FTBO . (@))

En BO corrigée : G () = Gne(a) +20 |0g|a)|

@ (a’) = @nc (a’) + %




Action sur le gain :
Gnc(dB) - 20 |0g|FTBOnC (a))|

On passe de la courbe de gain
initiale G 4g) @ la courbe corrigée
en ajoutant a chaque segment
I'équivalent d’'un segment de
pente 20 dB / dec.

Correcteur a action derivee (2/4)

— Ge(dp) = Gne(ap) *+2010g|0)

Le gain statique est diminué, le
systeme en BF corrigé sera donc
moins précis

ATS

G (dB)

0 dB/dec

wB/dec
dec G

?

ZOWE
/ XOO'B/ c(dB)
: : p ®

1 rad/s
- 40 dB/dec

Gre(aB)
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Correcteur a action derivee (3/4)

Action sur la phase :

Pnc (w) = arg( |:TBOnc (w)) — @ (w) = @ (o) + %

Le diagramme de phase est translaté de 1/ 2 vers le haut.

o() 1

E +90°
o)

\ o, (@)

Pnc (@)
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Correcteur a & (dB)
action derivee (4/4) 0 dB/dec

T 2 W - 20 dB/dec
Augmentation de la pulsation 7 WB/dec
du point de gain nul 0 | ; > ©
1 rad/s | \G
‘ - 40 dB/dec | c(dB)

Diminution du temps de montée

l o) ¢+ Gre(ap)

Le dérivateur aura tendance
a acceélérer le systeme en
BF

-180°
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Correcteur a action derivee : exemple (1/4)

B(p)

100
(P) P> +6p°+9p+4
( FTBO = 100 % i
nc(P) = 1 6p?+0p 44 Poles de FTBF, : p, =- 6,88 et p,; = 0,44 +i.3,86

100p
P’ +6p*+9p+4

FTBO.(p) = Poles de FTBF, : p; =- 1 etp,; =-2,50 £i.9,86
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Correcteur a action derivee : exemple (2/4)

Diagrammes de Bode

Magnitude (dB)

Phase (deg)
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Correcteur a action derivee : exemple (3/4)

Diagramme de Nichols

S - unti i "
ol System untfed! On observe bien: |
Phase (deg): -175 .. . . .
- — Frequency (Hz): 10 - Diminution du gain statique
< Gain (dB): -67.9 — Diminution précision
o] Phase (deg): -265
g -100F  Frequency (Hz): 10 \
g

Avec correcteur | - Augmentation de la
pulsation du point de gain nul

-150|- \ — Augmentation rapidité

200 J

Sans correcteur Ici, la marge de phase passe
d’'une valeur négative a une
= -22‘5 180 -1g5 valeur pOSitive .

Open-Loop Phase (deg)

le correcteur rend le systeme
bouclé stable
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Correcteur a action derivee : exemple (4/4)

Réponse indicielle du systeme en boucle fermée :

tep Response
3.5

| Py ans correcteur < / \

. / \ Avec correcteur / \

‘ /N / \\ ‘ ,/ \ Erreur
statique

WS ON

\

A

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Time (sec)

-1

La stabilité est obtenue.
La rapidité est améliorée au détriment de la précision
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Synthese des effets des actions elementaires

Précision Rapidité Stabilité
Augmentation de Augmentation Augmentation Diminution, risque
P (100% si P—+«) d’instabilité
Augmentation de Augmentation Diminution Diminution, risque
| (jusqu’a 100%) d’instabilité
Augmentation de Diminution Augmentation Dépend de l'ordre

D

du systeme
Augmentation si
syst. d’ordre faible
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| es correcteurs série a actions élémentaires

- Signal de
Régulateur commande
& -
J >Q i1 Outl i1 Outt f———] In1 Outl |
Consigne Correcteur Actionneur Processus Sortie
Série
Dut1 in1

Capteur

Un correcteur série est un correcteur placé en série avec le systeme a réguler ou a
asservir. Il se situe en amont de I'actionneur, juste aprés le comparateur.

Parmi les principaux correcteurs serie figurent les combinaisons de chacun des trois
effets Proportionnel (P), Intégral (I) et Dérivé (D) vus précédemment : cela donne les
correcteurs PD, Pl et PID.

Il existe également les correcteurs a Avance de Phase (AP), Retard de Phase (RP)
et Avance-Retard de Phase (ARP), dont les comportements sont similaires a ceux
des correcteurs PD, Pl et PID.
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Correcteur proportionnel-intégral-dérivée (1/10)

Un correcteur proportionnel-intégral-dérivée s’obtient en combinant en paralléle les
actions élémentaires proportionnelle, intégrale et dérivée :

1
C(p)= KC[1+?p +poj

Le régulateur PID est aujourd’hui le type de régulateur le plus répandu dans le monde.

En pratique, le régulateur PID se présente sous la forme d’un boitier électronique, se
trouvant soit en salle de commande, soit directement sur le systéme a réguler. Cet
appareil, enfichable dans un rack, est constitué de trois sous-ensembles réalisant
chacun I'une des trois actions caractéristiques des régulateurs PID, ainsi que d’une
station de contréle qui permet d’assurer les fonctions suivantes :

- modification de la consigne,

- réglage des parametres P, |, et D de la régulation,

- passage du mode automatique en mode manuel et inversement,
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Correcteur proportionnel-intégral-derivee (2/10)

En réduisant au méme dénominateur la fonction de transfert du correcteur PID, il vient :

On peut réécrire cette fonction de transfert sous la forme suivante :

Clp) =K. (1+ TlpT)(g+ T,p)

Avec: (L+T,p)l+T,p)=T,T,p’+Tp+1

Discriminant de T, T,p° + T.p+1:

A=TP-4TT,=T(T-47,)  [A20 = Te4T,
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Correcteur proportionnel-intégral-derivee (3/10)

— 1. = _2_ i
Racines danslecasouA=0: p, = Ti - T 4% T,

2T, T,
0, = -T, + \/Ti2_4Ti T,
‘ 2T, T,
1 2T, T 2T, T \T, - T2 —4T, T
Or:p=-= = L= — = h= TZ( T2 44T T d)
T T, - T2 4T, T, C - T AT T,
T, - T2 4T, T,
= T,= >

— 7= Jif1- poale
2 T

A Ti Td

De méme, on montre que :| T, = > 1+ 1—4?

Propriétés supplémentaires : T, T, =T, T, et T,+T,=T,
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Correcteur proportionnel-intégral-derivee (4/10)

Diagramme de Bode du correcteur PID :

G L, .
PID(dB) Trace asymptotique En régime harmonique :

-20 dB/dec  +20 dB/dec TT,(jo)’+T jo+1

Trace réel C(jw)=K,

T jo
iT o+1-TT,0°
> log(w) =KCJ ' ij' d
2 , .
Traceé asymptotique 1
Point . Si:o=—"=— C(jo)=K,
neutre Tracé réel T,T,
> log(w)
1
TT 1
-90°——/ g W =———
Adtion Intégrale | | Action Derivee VTaT;
- Zone A NOi
Retard de phase  intermédiaire  Avance de phase et est appele point neutre

et amplification  peu affectée ~ amplification
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Correcteur proportionnel-intégral-derivee (5/10)

Effet du correcteur PID sur le diagramme de Nichols dans le cas ou K, =1

A
Gyp

-180° j‘\

/ \ ¢
) Point neutre
(W= w,)

v
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Correcteur proportionnel-intégral-derivee (6/10)

Effet du correcteur PID sur le diagramme de Nichols dans le cas ou K, =1

Augmentation du gain

| Gae statique en BO (vers +«)
’ R Augmentation de la
)/-_ précision en BF (100%)
-180° )
W4 >
/ ! ¢
11
11 Augmentation de la
FTBO, . : : marge de phase en BO
A(pnc I :
I
Ap; | Augmentation de la

// FTBO, ' stabilité en BF



Effet du correcteur PID sur le diagramme de Nichols dans le cas ou K, =1

4
Gyp

]

ATS

Correcteur proportionnel-intégral-derivee (7/10)

Y Augmentation de la pulsation
®. du point de gain nul

1

Augmentation de la
rapidité en BF

TBO,,

FTBO,

v

En résumé, un
correcteur PID permet
d’augmenter la
précision, la rapidité et
la stabilité.
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Correcteur proportionnel-intégral-derivee (8/10)

La fonction de transfert du PID « idéal » est :

1 TT.p?+Tp+1
C(p)= KC[1+Tf+poJ —K de'p iP

Cette fonction de transfert n’est pas réalisable en pratique car impropre. Pour palier ce
probleme, il est nécessaire d’utiliser une dérivée filtrée :

Tqp

Tp —
aP 1+1p

La fonction de transfert du PID filtré est donc :

2
C(p)zKC(1+ 1 + Tqp ):KCTi(Td"‘T)p 2+(Ti+T)p+l
Ttp " +Tp

ce qui est bien une fonction de transfert propre.



Diagramme de Bode du correcteur PID (filtré) :

ATS

Correcteur proportionnel-integral-dérivée (9/10)

90°

-90°

AGPID(dB) _
Tracé asymptotique
Tracé réel
On prend en géneéral ;
1T, 1T, 1t log(w) "l
10
* Ppip Tracé asymptotique

p

: Tracé réel

log(w)

-

Action de filtrage




Diagramme de Nichols du PID filtré dans le cas ou K. =1 :

A

Geg |
'l # Point FTBO,
neutre
FTBO,,.
i/
-180° /"‘
Point neutre
(W = w,)

Effe
de

ot du filtrage
a dérivée

ATS

Correcteur proportionnel-intégral-derivee (10/10)

L'action de filtrage du PID n’a
pas d’effet sur :
- la marge de phase
- la pulsation du point de
gain nul
- le gain a basse frequence

!

L'action de filtrage du PID n’affecte
pas les performances en précision,
rapidité et stabilité.
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Correcteur PID — Exemple (1/5)

5

A(p) = B(p) =1
(P) p*+0.4p+1 ()
c(p):K{1+ - po] K=18 1,=088s
Tp 1+ T =4.45s 7=0.06s
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Correcteur PID — Exemple (2/5)

Diagrammes de Bode en boucle ouverte :

Augmentation du gain en basse fréguence

. A apanset ] ol 3 L T T T S8 | - ST A B anse

)
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Correcteur PID — Exemple (3/5)

Diagramme de Nichols en boucle ouverte :

s Augmentation du gain
en basse frequence

6 T
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Correcteur PID — Exemple (4/5)

Diagramme de Nichols en boucle ouverte :

Nichols Chart
6° I

System: untitied1

Cc
Gain (dB) 132
Phase (deg) -112
ar- ; Frequency (radisec) 2.39 7

-
| oy .- FTBO,. |
8 o T s o A R G =
g System: A - System: untitied1
Gam (d(BU)t015— - Gain (dB). 0.0?3%
Phase tdeg) -169 Phase (deg) -
g-zo requency (rad/sec @ Frequency (radisec =
SystemA
Gain (dB). -22
Phase (deg) 177 =
Frequency (radisec) 803
_60 —
| 1 |
180 1388 -90 45

Open-Loop Phase (deg)
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Correcteur PID — Exemple (5/5)

Réponse indicielle en boucle fermée :

Step Response

15 |

Diminution des oscillations

— Augmentation de la stabilité Erreur statique

nulle — Systéme
précis a 100%

Systeme corrige /\a

A W WO —

Systeme non corrigé

Amplitude

Conclusion sur I'action du correcteur PID (filtré) :
- Augmentation de la rapidite
Temps de montée plus faible |- Augmentation de la précision (jusqu’a 100%)

) N systémel plus rapide | - Augmentation de la stabilite

| | |
5 10 15 20 25 3

Time (sec)
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Correcteur PID — Méthodes de réglage

Standard PID tuning methods : Advanced PID tuning methods :

* Naslin Tuning Method *  Fertyk Tuning Method

+  Ziegler —Nichols Method * Ciancone Tuning Method

*  Optimum Magnitude Method * Direct Synthesis Method

* Standard Polynomial Methods * IMC Tuning Methods

* Cohen-Coon Method +  Skogestadt - IMC Tuning Methods

* Chien, Hrones and Reswick Tuning * Viteckova -IMC Tuning Methods
Method * Gain Scheduling Methods

*  Minimum Error Integral Methods *  Robust PID Tuning Methods

*  (IAE,ISE, ISTE,ITAE, MSE) *  Fuzzy gain Scheduling Methods

* Gain-phase Margin Methods *  Supervisory fuzzy — PID Methods

* Pole Placement Methods * Neural PID Tuning Methods

*  Tyreus-Luyben Method * Adaptive fuzzy - Neural PID Methods

*  Autotune Methods * Lambda Tuning Method

Source : « From PID to MPC : Control Engineering Methods Development and Applications”, Stefan Kozak,
Int. Conf. on Cybernetics & Informatics, Levoca, Slovakia, February 2016.

EnTD et TP :

- Méthode de Pierre Naslin (1920-2009)

- Méthode polynomiale

- Méthodes de John G. Ziegler (1909-1997) & Nathaniel Black Nichols (1914-1997)
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Réglage de PID : Méthode de Ziegler-Nichols
en BO (1/2)

Méthode expérimentale de réglage en boucle ouverte (1942)

Marche a suivre :

1 — Placer le procédé en boucle ouverte a un point de fonctionnement stabilisé défini par
y(t) = yo pour u(t) = ug

2 — A l'instant initial ty, appliquer un échelon en entrée en passant de u, a u,,
(le saut doit é&tre entre 10 et 20 % de la valeur nominale).

3 — Enregistrer la réponse du systeme et tracer la tangente de la courbe au
point d'inflexion

u® — ! systeme f—— YO
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Réglage de PID : Méthode de Ziegler-Nichols
en BO (2/2)

¥(t) Réponse indicielle en boucle ouverte te""Mo
| < =i
Tangente h=0hL—1
-
Ko T Tq
Yo
P
_ _________________________________________________________ KOTO
s P 22N g
Iy 3 I Ko

12
PD =% 2¢ 051,
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Réglage de PID : Méthode de Ziegler-Nichols
en BF (1/3)

Intéréts de la méthode :
« Utilisable "sur site"

» Le second dépassement est quatre fois inférieur au premier
dans le cas d'une réponse indicielle.

La méthode de Ziegler-Nichols fonctionne aussi bien avec
les systémes stables qu’avec les systemes instables




e(t)

Marche a suivre :

+

£(0)

2 — Régler la consigne a une valeur constante (ex : zéro).

v

Systéme

ATS

Réglage de PID : Méthode de Ziegler-Nichols
en BF (2/3)

1 - Annuler les actions intégrale (T, = « ) et dérivée (T4 = 0) du régulateur placé
dans la boucle fermée. Ce dernier ne comporte donc plus que le gain "K"
(action proportionnelle).

Capteur

> S(1)



Réglage de PID : Méthode de Ziegler-Nichols
en BF (3/3)

3 - Faire varier le gain K jusqu'a I'apparition de l'oscillation critique
(une faible variation de K_, dans un sens ou dans l'autre menant
le systeme soit a une divergence, soit a la stabilité).

4 - Relever la période P, de l'oscillation, ainsi que la valeur limite du gain
(notée K,).

|_- Pe _‘ K T, Ty

ATS
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Correcteur a avance de phase (1/7)

Objectif : apporter de la phase pour augmenter la marge de phase de la FTBO et
par conséquent la stabilité de la FTBF

Fonction de transfert d’'un correcteur a avance de phase :

l+azp
C(p)= K
(P)= K¢ 1Ttop

aveca>1,t>0

Expressions du gain G,pqg) €t de la phase @,p du correcteur A.P. C(p) :

G e (@) = 2010g|C(jw) | = 20log (K. )+10log (1+ a’r ‘w 2)—10Iog (1+ T w 2)

@ (w) =arg(C(Jw)) =arctg(ar w)—arctg(zr @)
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Correcteur a avance de phase (2/7)

Selon le cahier des charges :
- Spécifications sur la stabilité (marge de phase)
- Spécifications éventuelles sur la précision et la rapidité

=> Methode de réglage a adapter selon le cahier des charges !
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Correcteur a avance de phase (3/7)

Grandes lignes pour le réglage d’un correcteur a avance de phase :

1) On dispose de la marge de phase A,
de la FTBO,, et la pulsation w,. associee.

2) On dispose a minima de spécifications
O sur la marge de phase A, minimale
souhaitée pour la FTBO,

v

3) A partir de Ag,, on calcule I'avance de
phase que doit apporter le correcteur

4) On régle les parametres du correcteur
selon les spécifications précisées dans le
cahier des charges
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Correcteur a avance de phase (4/7)

Caractéristiques du correcteur :

t Gap(ap) Pulsations .de cassure
20log(Ka) - ———— (o <w,):
Tracé reel , : 1 1
Trace asymptotique 0= —— w. = —
20log(K¢) ' a 2
Log(w) r v
w; Wy ]
T Pap
90° Trace asymptotique Aprés démonstration,
o Tracé réel on trouve :
m [—=—T———J_Tracé rée
/ \ L(gg(w) o — 1
(Ul (Um (1)2 " T \/a

\ J

Avance de phase autour de w,, sin(e )= PV
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Correcteur a avance de phase (5/7)

Phase devant étre apportée par le correcteur : ®m =A@, - AP,

. a-1 1+sin(Ag, -A
A - An) = —  as 1-sinEAZC-A((ZnC

; —)> | Réglage de a

Si aucune autre spécification alors w,, = W, (pas de changement de la BP)

1 1
= —> 7= —> | Réglage de 1
r Wa o, Ja

a

Gc(dB) (a)nc) = OdB
< G (@) + Gapeg) (w,.)=0dB

< Gppp (0,,)=0dB  —> K, =% —> | Réglage de K,
a
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Correcteur a avance de phase (6/7)

Michols Chart
=] T T

gl FTBO non corrigée

Gain (dBY -0.0628
20 Fhase (deg) -165

Frequency (radisec) 313
Db e = — Sl g

FTBO corrigée

Gain (dBY 00732
Fhase (degy -135%
Frequency (radiseg) 3.0%

-60

Dpen-Loop Gain (dE)
ot

-50

-100

-120

-140 I
=270 -225 -1a0 -135 -0

Open-Loop Phase (deg)
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Correcteur a avance de phase (7/7)

Une fois la valeur de « a » calculée, si d’autres spécifications sont a considérer

- Sur la précision : application du théoréme de la valeur finale a I'erreur €

—> | Réglage de K,

- Sur la rapidité :  w, = w4 (changement de la BP)

T= —> | Réglage de 1
o 12

Les valeurs des parametres restants sont a calculer a partir de :

c(dB) (w,)=0dB —> GAP(dB) (o, )+Gnc(dB) (w,)=0dB —)> Gnc(dB) ()= AP(dB) ()
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Le predicteur de Otto J. M. Smith (1917-2009) (1/7)

Dans certains cas, il arrive que le systeme présente un retard pur : c’est notamment
le cas de tous les systemes avec déplacement de matiere.

Exemple : chauffage d’une piece a partir d’'un radiateur alimenté en eau chaude par
une chaudiére n’étant pas a proximité du radiateur :

o(0) < K=10W.s.m™

p ]

Fe(P) > = ;e T=100s
() @+Tp) o o0e

Puissance de T

chauffe du radiateur Retard di au temps de

Débit en sortie circulation de I'eau de la
de la chaudiere chaudiere vers le radiateur
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Le prédicteur de Smith (2/7)

Réponse indicielle de F,.(p) :
10

FPuissance de chauffe (W)

4 : 3
0 100 200 300 400 800 600 700 200
Temps (s)

Retard



Le prédicteur de Smith (3/7)

+ e(t)
e(t) C(p) " F(p) > s(t)
10 _ 1
F — 20p _
ret(p) (1+100p)2 € C(p) 1+ 330p

On introduit également la fonction de transfert sans retard F(p) :

10
F(p)= (1+100p)>

de sorte que ;| F...(p) = F(p)e‘mp

On effectue une régulation avec, par exemple, un correcteur proportionnel intégral :

ATS



Le prédicteur de Smith (4/7)

3

2.5

0.5

Réponse indicielle avec correcteur Pl en boucle fermee :

Conclysion :

le retard conduit a I’instabilité du séystéme bouclé

100

300 400 S00 600 700 200
Temps (s)

ATS
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Le prédicteur de Smith (5/7)

Pour palier cet inconvénient, on utilise la structure ci-dessous appelée
« prédicteur de Otto J. M. Smith (1917-2009) » :

Fret(p) > y(1)
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Le prédicteur de Smith (6/7)

On montre que ce schéma bloc est équivalent a :
+
e(t) C(p) ——> F(p) M &L ™ v

Ainsi, le prédicteur de Smith consiste a :

- Elaborer un correcteur C(p) adapté a la fonction sans retard F(p) (pas
nécessairement un Pl) et effectuer la régulation sur le systeme sans retard
- Prendre en compte dans un deuxieme temps le retard e

En pratique, la réalisation d’un prédicteur de Smith consiste a mettre en

ceuvre la structure de correcteur série encadrée en rouge dans la diapositive
précédente.
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Le prédicteur de Smith (7/7)

Réponse indicielle en boucle fermee de la fonction avec retard F,(p) :
3 1 g T T T T T

Predlcteur de Smlth base sur le correcteur PI

Conclusion : le prédicteur de Smith a permis d’assurer la stabilité en BF. La
précision est due au correcteur Pl utilisé pour la synthése du prédicteur de Smith

_1 L 1 1 1 1 1 1 1 J
0 100 200 300 400 S00 600 700 200
Temps (8)
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Choix d’un correcteur

Le choix d’'un correcteur approprié dépend du contexte donné. Il n'y a pas de
solution unique, cependant, on adoptera en général les principes suivant :

- prendre la structure la plus simple possible,

- si la correction doit s'effectuer uniqguement sur la stabilité, prendre de préféerence
un correcteur A.P. (réglage précis de la marge de phase) ou éventuellement P.D.

- si la correction doit s'effectuer sur la rapidité, prendre un correcteur A.P. ou P.D. (si
action rigoureuse),

- si la correction doit s'effectuer uniqguement sur la précision statique, prendre de
préference un correcteur P.I. (intégration annulant l'erreur permanente) ou
éventuellement R.P. (le correcteur R.P. n’agit pas aux hautes fréquences et ne
modifie donc pas la réponse transitoire),

- si la correction doit affecter I'ensemble des aspects, prendre un correcteur A.R.P.
ou P.I.D.

- si le systeme présente un retard pur, utiliser un prédicteur de Smith.
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Chapitre 3 : A vous de jouer...

Préparation (a I'aide des documents mis sur ENT) :

- TD 3 : Correcteurs Pl et PID

- TD 4 : Correcteurs a avance / retard de phase

- TP 3: ContrOle de température d’'un échangeur thermique

- TP 4 : ContrOle de la vitesse d’'un moteur a courant continu

- TP 5: Controle de la vitesse d’'un moteur électrique de VFN

- Travail personnel 2 : Contrble du tangage et du roulis d’'un aéronef

- Travalil personnel 3 : Contrble d'un axe de bras de robot



Chapitre 4

La transformée en z



ATS

Chapitre 4 : Acquis d’apprentissage vises

Etre capable, a I'issue du chapitre, de :
- Calculer la transformée en z d'une fonction donnée

- Générer I'équation aux différences d’un systéme discret a partir de
sa fonction de transfert en z.

- Déterminer la réponse en fréquence d’un systéme discret
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Echantillonnage des signaux (1/2)

Principe :
Prélever les valeurs d'un signal a intervalles définis, généralement reguliers.

Exemple :
- T. période d'échantillonnage
. 2 .
(1) échantillonneur x(t)
R
X(t) : signal analogique a échantillonner
Vrrdd |

X(t) : signal échantillonné

Remarque : on ne connait de x(t) qu’une suite de N échantillons qui doit

étre représentative du signal analogique
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Echantillonnage des signaux (2/2)

Théoreme de Claude SHANNON (1916-2001) :

La reconstitution d’'un signal a partir de ses échantillons est possible a
condition que la frequence d’échantillonnage F, soit supérieure ou égale a

deux fois la plus haute fréquence F .., contenue dans le spectre de ce signal :

max

2F. . <F,

max —

Dans la pratique :

25.F  <F. <5F
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Définition de la transformee en z (1/2)

On définit la transformée en z d’'une fonction f définie aux instants discrets nT

a partir de la fonction échantillonnée suivante :

Ex(t)= > £uT) 6 (t-uT)

n=10

ou T est la période d’échantillonnage

1 ed)

/ ft)

(1)
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Définition de la transformee en z (2/2)

La transformée de Laplace de *(t) s’écrit :

f f(nT)L[6 (t-nT)]

n=D

S: f(aT) LA

n=0

L[f * (1)]

I

L[f *(t)]

En posant z = e™?, il vient :

zlgw] = L=l . = 2 f@T) 2

z=g P

La série en puissances négatives définissant la transformée en z est définie

pour un rayon de convergence p et convergerapourz>1/p
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Exemple (1/2) : échelon unité f(t) = u(t)

F(2)=2[1(t) ]=Z2[u(®)]

4

‘]" I I Zlu@)] = 1+ 24427+,

T 2T 3T
Suite géométrique de 1°" terme 1 et de raison z'1 qui convergera si : | z | > 1
mn 1— n+1
: Up =ug + -+, =u(l+g+---+¢")=u 1
Rappel : ; k= Ug o(l+g q") = uy - (g#1)
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Exemple (2/2) : rampe unite f(t) =t . u(t)

F(z)=Z[1) ]=Z[t.u()]

3T . &

DT [ Zlw@)] = Tz"' % 2T2%+. . +aTz"+ O

> 1

zZ[f(t)] = zZ[m(e)]= T + 2Tz + o + AT g™ O

@-1: gFE)-F@E)= T+ Te'» Tz* % ... ¥4 Tz™

(z -1)F(z) = 1 _Tz_ sy

(1 -z R (1 - 5*)
e F(z) = 1 - z°!




Transformées de fonctions usuelles

5 (k) 4 1
S(t-nT) | e ™ 37"
1 El
A (E) T 51
1 Tsg
: r (3-1)°
b 1 T8 (3+1)
21 pd 2 (3 -1)3
at ! Es
€ f+a - e -oT
at 1 T}E '"_'T
L (p+a)? (B,E-a.'r)z
’ -aT
-atb @ [d-g }'3‘ _
”’_“:""j p(pre) |(3-1)(5-e77)

ATS

sin(w T) z
zZ -2cos(wT)z + 1
_ z - cos(w T)

2 - 2cos(wT)z + 1

sin(w t) —

cos(w t) >

ou T est la période d’échantillonnage
Remarque sur la notation :
- Mathématique : F(2)

- Physique : F(z1)



Transformées de suites usuelles

Transformee en =

Transformdée en =

up =1
Uy =0s81n =0 1
"U.R=1
=081+ k 2k
1 z
z—1
z
" (z — 1)
N z
f
z—a

nat F=—
cas(wn) 2 f;z Z:;JTL 1
sinwn) E—. iﬁ) T1
weonon) | e 2S)

z? — 2az cos(w) + a®

a” sin(wn)

azsin(w)

z? — 2az cos(w) + a®

ATS



Propriétés de la transformée en z

Linéarité : Zlayf1(t) + azf2(0)] = a1 Z[f1()] + axZ[f(t)]

Retard de n périodes : | Z[f(t —nT)] = z7"F(2)

Théoréme de la valeur initiale : | f(0) = lim F(2)

ATS

Théoréme de la valeur finale : | lim f(t) = lim(1 — z7")F(z) = lim

t—oo z—-1 z-1

—F(2)
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Application des théoremes

Exemple
Soit : F(z) =

1-122z" +02z7

e Valeur initiale @

f{0) = limite F(z) = Iiz;p_i'toe F(z) = 1

- e Valeur finale :

| _ 1 T S
limite (1 - z')F(z) = limite (1-2z"Y S " i 1.25
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Transformée en z inverse (1/2)

Remarque : Toutes les fonctions passant par les mémes points d’échantillonnage

admettent la méme transformée en z.

Il N’y a pas unicité de l'original

Méthode 1 :
1) Décomposition de la fonction (en éléments simples)

2) Utilisation des tables de transformées de fonctions usuelles

Exemple :

2
+ !
Bl = 222 ZL L~ Z) s 2z 5 Tz :
z8 w 2+ L - z - 1 (2 = 1)*

f(nT) = 2 u(aT) + nT u(@T)
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Transformée en z inverse (2/2)

Méthode 2 :

1) Division euclidienne selon les puissances décroissantes

Exemple : _ Tz
F@) = (z-1)2

Tz 72 —2z+41
Tz! — 2T + Tz 1

Tz~ 1+ 2Tz %+...
2T — Tz 1

2T — 4Tz 1 + 2Tz~ 2

Remarque : méthode permettant de calculer les premiers termes de la fonction f



Résolution d’équations aux differences

ATS

Principe : Utilisation de la transformée en z similaire a celle de la transformée

de Laplace pour la résolution des équations differentielles.

Exemple: y(n) +y(n—1) =e(n—1) ou -

On pose: Y(z) = Z[y(n)] et E(z) = Z|e(n)] avec E(z) =

T=1s
e(n) est la fonction rampe a pente unité

Condition initiale : y(0)=0

(z - 1)

Z[y(n)] + Z[y(n-1)] = Z[e(n-1)]

Y(z) +z1Y(2) = z1E(2)

Y(2)(1 +z1) =z1E(2) = 21

z
(z—1)?




ATS

Résolution d’équations aux differences

z
(z—1)2

Y(2)(1 +z1) =z1E(2) = 21

1 _ z

Y(2)= iz 1 12

Y(2)= 1z Déc. éléments simples 1 1 1
z+1 (z—1)2 g Y(2)= - 4(z+1) + 4(z—1)+ 2(z—1)?

_ l _ -1 Z -1 Z -1 2Z
Y(2)= 4 ( z (z+1) tz (z—1) tz (z—1)2)

S -

y(n) = %[—(—1)“‘-1) + O 4+ 2(n - 1)] —Y(0) =7 (D" + 20— 1]
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Fonction de transfert en z

S®) — ) «
oy & S0 =90 * e()

ou g(t) est la réponse impulsionnelle du systeme

Pour les systémes continus : G(p) =

Rappel : (f+g)(z) = [ f(z— t)alt)at
Pour les systémes discrets :
e(t) /\/ e*(t) ﬂ "g(t) | s(t) /\/ s*(t) N
T E@ G(z) | T 8@
Produit de convolution : s(@} = :Zoe(k) gln-k)
S(2)

Fonction de transfert :  G(2) = E(2)
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Fonction de transfert en z et équation aux différences (1/2)

Exemple : S(z) z

E(z) z - 2

z85(z) —25(z) = zE(2)
Obtention de larelation de récurrence :

z8(z) — 2 5(z) = zE(2)

Passage a des puissances
négatives de z

S(z) —2z718S(2) = E(2)

‘ Transformée en z inverse

s(n)—2s(n—1) = e(n)

s(n) =2s(n—1) + e(n)
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Fonction de transfert en z et équation aux différences (2/2)

Plus généralement :
S(z) f N —

E(z) 3] bj.z7)

S(z).[ ;-’=0bj.z‘j] =E@2).[X ,a;.z7" ]
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Fonction de transfert en z et réponse en fréquence

Par définition : _ _
p = jo (variable de Laplace)

Z=e'P avec — owo=27nf

— T=1/f, (f, estla fréequence d’échantillonnage)

f
7 = Zjnfe (1)

La réponse en fréquence H(f) d’'un systéme discret est obtenue en remplacant z par (1)

dans I'expression de sa fonction de transfert H(z).

du module |H(f)| puis du gain 20log(|H(f)])
Détermination <

du déphasage entre entrée et sortie
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Application aux systemes de commmande (1/3)

A chaque instant nT , le systeme numeérique de commande recoit un signal S(z) de
chacun des capteurs puis calcule un signal de commande E(z) pour chacun des

actionneurs.

Ces signaux de commande sont maintenus constants jusqu’a I'instant (n+1)T a l'aide

d’un bloqueur d’ordre 0 défini par la fonction B,

-
N
U
E(z) — Bo(P) e, G(p) —/% S(2)

Signaux échantillonnés Signaux analogiques
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Application aux systemes de commmande (2/3)

Bloqueur d’ordre O :
1 > t
-
N By(t) = U(H) — U(t—T)
U(t-T) 1
s t
nT (n+1)T
u(t) - U(t-T) 1“
s t

nT (n+1)T

Fonction de transfert en p du bloqueur d’ordre O :

T -
Bo(t)=U(t)-U(t—-T) = Bo(p):%_e: _ Bo(p):1 L
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Application aux systemes de commmande (3/3)

Vu du systeme de commande :

E(z) —> B |/ G(p) —/ —> 35(2)

S(z) =H(2).E(z) avec  H(2) =Z[By(p)-G(p)]

H(z)=Z’ .G(p)

p

Hz)=01-zYH.z ()]

P




ATS

Chapitre 4 : A vous de jouer...

Préparation (a I’aide des documents mis sur ENT) :

- TD 5 (Calcul de transformeées en z)
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Chapitre 4 : QCM
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Chapitre 5

Synthese de filtres numeériques
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Chapitre 5 : Acquis d’apprentissage vises

Etre capable, a I'issue du chapitre, de :
- Calculer des parametres de filtres RIl et RIF a partir d'un CDC.

- Etablir la structure de réalisation optimale d'un filtre numérique
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Introduction sur le filtrage numérique (1/2)

Les filtres sont des systemes ayant un comportement sélectif vis-a-vis de fréquences. lls
sont utilisés pour mettre en forme une bande passante de fréquences qui sont amplifiées,
les autres fréquences étant généralement atténuées. L'objectif est d’extraire, voire

d’amplifier, le signal utile a l'utilisateur.

Tout un corps de théorie a été développé par les électroniciens, faisant appel parfois a des
fonctions mathématiques particulieres. Depuis quelques dizaines d’années, avec
I'avancement des techniques numériques, est apparu le filtrage numérique. Si les fonctions
de sélection des fréquences restent identiques, les problemes associés au filtrage
numerique sont différents : il s’agit essentiellement de problémes liés a la numérisation des

informations : échantillonnage, quantification, erreurs d’arrondis...

Le filtrage numérique, non sujet aux problemes de de réalisation a travers des circuits
électroniques, permet une grande souplesse ainsi qu’une précision adaptable, ce qui est

parfois difficile a réaliser avec des composants électroniques limités en taille et en nombre.
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Introduction sur le filtrage numérique (2/2)

Filtrage classique : suppose que le signal utile s(t) se trouve dans une bande de

fréequence ayant peu de recouvrement avec les signaux indésirables (bruit b(t)) :

Bruit b(t)
Signal

Signal utile s(t) < bruité Filtre Signal filtré = s(t)

On s’intéressera uniquement au filtrage classique dans cette UE

Filtrage statistique : suppose que les signaux indésirables (bruit b(t)) possedent

certaines propriétés statistiques :

Bruit b(t)
Signal Signal Signal Signal filtré :
|éatoir . : ' utile s(t ité ) estimation de s(t
aléatoire | Modéle mathématique U bruité ™.~ C (t)

de s(t)

Théories de Norbert Wiener (1894-1964) et de Rudolf Kalman (1930-2016).
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Rappels sur le filtrage analogique classique (1/4)

Le filtre passe-bas idéal : transmet toutes les composantes utiles dans la bande O - f..

(f. : fréquence de coupure)

N

\Fgg (dB)  w, = 27f,

> w (rad/s)
Signal de sortie s(t) :

s(t) = f+oof(r).e(t — 17)dt

N

N
d
¢ (deg) > w (rad/s)

— Filtre f(t) idéal non réalisable en pratique
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Rappels sur le filtrage analogique classique (2/4)

Filtres classiques realisables : approximations du filtre idéal

Gain : présence de rebonds, Phase : déphasage introduit par le fait

atténuation non brutale que le filtre réalisable n’a

connaissance que du passé du signal

Magnitude Response (dB) Phase Response

I o Y [l

I ~~
N\

|
e

Magnitude (dB)

1
~N
s

CAa
{1

-40

-a0

-60

\ AN A v

\f

\/
\

]

0

3

Frequency (kHz)

20

Phase (degrees)

-200

-300

-400

-a00

N\

N\

N\

AN

N\

0

Frequency (kHz)

[a

20
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Rappels sur le filtrage analogique classique (3/4)

Exemple de filtre passe-bas realisable : filtre de Stephen Butterworth (1885-1958) :

1 1
F(p) = : )| =
() e ta ot Tapta, Telaue: [F(w)l= 1+(a))2"
W¢

N

\Fz (0B)  w,

> W (rad/s)
-40dB/dec

n=2

n=3

-60dB/dec

N

@ (deg) W

> w (rad/s)

n=2
n=3
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Rappels sur le filtrage analogique classique (4/4)

Normalisation des filtres classiques : Soit F(p) un filtre passe-bas normalisé, c’est-a-

dire de bande passante 0 — 1 rad/s.

Fap’
F( p ) Fournit un filtre passe-bas de fréquence de
27fe)  coupure f.. f
fC
v (27ch> Fournit un filtre passe-haut de fréquence de Fog’
p coupure f_. f\
f g
1 1 Fournit un filtre passe-bande symétrique Feg?
"\B (p * _) f
P/ de largeur B = 22772~ centré en .. .
0 7
EoA for fo for
F (ﬁ Fournit un filtre coupe-bande symétrique ®
5(r+) : f
B P/] delargeur B = 222~ centré en fo. >
fo fp_ fo fp+
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Spécifications d’un filtre numeérique (1/3)

Un filtre numérique linéaire est un systeme dynamique pouvant étre représenté de deux

manieres :

: Num(z) <«
onction de transferten z: F(2) = A 1
F i z (z) = Den(z) «— Polyndmes en z ou z

Equation aux difféerences : Le filtre est alors caractérisé par des séquences de

pondération {aj}, {b}, et par la convolution discrete :

\%

numérique
N

q
e i S
Sp = s(nT) = Z a;.en—i Z i Sn—j e Fll,tr.e -
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Spécifications d’un filtre numeérique (2/3)

Etudions la réponse impulsionnelle du filtre a partir de la séquence de pondération :

14 q
Sn = zai'en—i —ij.sn_j avec : eg = 1,{e, = 0,n > 1}
0 j=1

i=
On distingue 2 types de réponse impulsionnelle :

Réponse Impulsionnelle Finie (RIF) : Cela veut dire qu’il existe un entier N; tel que

s, = 0 pour n > N;. Par conséquent :
« Lasequence de pondération b; est nulle V;

» La séquence de pondération a; est nulle Vi > N;. On aalors p = N;.

Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) : Cela veut dire que s,, # 0 pour n —» +oo. Par

conséquent :
- Soit il existe au moins un coefficient b;non nul,

 Soit p - +oo si tous les coefficients b; sont nuls (non réalisable dans la pratique).
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Spécifications d’un filtre numeérique (3/3)

Les parameétres d’un filtre, qu’il soit défini par une fonction de transfert ou une séquence
de pondération, sont généralement obtenu en fixant un gabarit, c’est-a-dire des

spécifications dans le domaine fréquentiel sur le module de la réponse en fréquence :

. JHD]

/////////

0, : Ondulation tolérée

dans la bande passante 1+5
W N o

1-8; Fi

0, : Réjection tolérée dans
la bande d'atténuation ™~ 5,

.. : f
f.; - Fréquence de coupurb £, f, '
dans la bande passante
, e 1+
f., : Fréequence de coupure Spécifications Ry, = 201log T3
— U1

dans la bande d’atténuation données par: R,, = 20log(s,)
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Les filtres recursifs (1/15)

Un filtre récursif est un filtre dont la sortie s,, est obtenue par sommation pondéree :
» d’un certain nombre d’éléments de la suite d’entrée {e;}x<n

« d’un certain nombre d’éléments antérieurs a s,, de la suite de sortie {s; }r<n—1:

i=

P q
Equation aux difféerences : | sp, = Z aj.ep_i — z bj.sn_;
0 j=1

Filtre

récursif
N

NB : L'équation aux différences caractérisant le filtre est également appelée

« relation de récurrence » du filtre.
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Les filtres recursifs (2/15)

Fonction de transfert : A partir de I'équation aux différences :

p q
Sp = 2 ai.en_i — z bj'Sn—j
j=1

i=0
Sp =Qp.eptag.ep_q+-+ap.ey_p—by.Sy_1— - —by.Sp_g
‘ Transformée en z
S(2) = apE(2) + a1z7'E(2) + -+ apz PE(2) — byz7'S(z) — - — byz™95(2)

S [1+byz7 + -+ byz7S(2) = [ag + a1z + -+ ayz P |E(2)

S(Z) . Ao + alz_l + -+ apZ_p

S F = =
2 E(z) 1+bjiz'+--+byz1
p —i P —i
0. Z 0. Z
& F(z) = “2 ' , ou F(z) = Zé‘o Y~ aveciby =1
1 +Zj=1 bj.Z_] j=0 bj.Z_J
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Les filtres récursifs (3/15)

Structure de réalisation optimale :

Afin de simplifier le schéma, on pose p=qg=N

e, >} 3, >§>

71

z1

A%
n
=]

V
QD
=

N

Une structure
de réalisation
minimale doit
faire apparaitre
le minimum de
blocs z1, en

'occurrence N
> X+ _bN }F

W
N

v
Nl +
. +

1

o

N

A

W
\im/
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Les filtres récursifs (4/15)

Exemple (1/4) : Cellule elémentaire du 1° ordre : s,, = e,, — f5,—1, . constante réelle.

Structure de réalisation ? Fonction de transfert ?
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Les filtres récursifs (4/15)

Exemple (1/4) : Cellule elémentaire du 1° ordre : s,, = e,, — f5,—1, . constante réelle.

Structure de réalisation : Fonction de transfert :

. @ . S(2) = () — f27'S(2)
S(2) B 1 Z

(:H(Z)=E(z)_1+,6’z‘1=z+,8

Stabilité : un systeme de fonction de transfert discrete H(z) est
stable si et seulement si ses poles sont tous de module <1

Dans I'exemple : systéme stable si et seulementsi-1 < <1
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Les filtres récursifs (5/15)

Exemple (2/4) : Réponse indicielle du filtre.

Z
B =005 H(z)= Péle : -0,5 p=-05 H(z)=_—-~— Pole:05

z
z+0,5 0,5

Step Response Py rS‘te’p‘Rﬁp?Qs% faWa
) O«

N

@)
(©)
o
o
@)
©

10 2 r 0 ( \v) J U U

0.95 1.9 (

0.9 1.8 (Pi

o

0.85 1.7

0.8 1.6
£ 075 0 £ 15-0
£ =
< 07 ( < 14

h@ml 00000000000
0.65 orYouovo 00000000000 13
G‘

0.6 1.2

0.55 1.1

0.5 o 10 s

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 ) 10 12 14 16 18 20
Time (seconds) Time (seconds)
s . 1-z71 1 . : 1-z71 1
TVF :lim s(t) = llm( — _1) = 0,66 TVF :lim s(¢t) = llm( — _1) =2
t—oo z—>1\1+0,5z7" 1~z t—oo z—1\1-0,5z711-z
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Les filtres récursifs (6/15)

Exemple (3/4) : Réponse indicielle du filtre.

Z
Pole : -2 f=-2: Hz) =——= Pdle : 2

B =2 H(z) = p—

Z+2

Step Response Step Response
70 800
0 0
60
600
50
400
40
Q ()
E E
= = 200
£ 0 g' (}
< 3p J <
©
q’\ P 0 n QO
J U hd |W) O
20 b}
0
(\
v
10 -200
0O
U
5 0 ¢
-400
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time (seconds) Time (seconds)



Les filtres récursifs (7/15)

ATS

f/f

Exemple (4/4) : Réponse en fréquence : (I I 1
H =
H) > H) ezﬁ% < 7 V1+B%+2B cos(2nf/f,)
z) = > H(f) = —— -
z+f 2inL 2imd _ _ —pB sin(2nf/fe)
z=re""fe e+ B pr(f) arg(H(f)) = —arctan (1 T Beos2nf /1)
2 —_
1.5 .
IH()]
1r- .
05 r r r r r r r r r L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03 03 04 045 05
— Avec 3 =0,5
0.8
0.6 i
@(f) o4 I
0.2 i
oO O.E)S O.rl 0.2].5 O.r2 O.r25 0.r3 0.55 0.r4 0.;15 0.-5
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Les filtres récursifs (8/15)

Synthese des filtres récursifs : A partir des fonctions continues F(p) de :
Stephen Butterworth (1885-1958)
Friedrich Bessel (1784-1846)
Pafnuty Chebyshev (1821-1894)
Wilhelm Cauer (1900-1945), ...

connues pour leurs propriétés :

F(p) continue (filtre analogique) _ .
/7 Transformation en z « classique »

Transformation

continu — discret
\> Transformation bilinéaire

H(z) discréte (filtre numérique),
dont les propriétés doivent étre

voisines de celles de F(p)
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Les filtres récursifs (9/15)

Transformation en z « classigque » : On utilise les tables de correspondances apres

avoir décomposeé F(p) en éléments simples :

Décomposition en éléments simples

/7 N

Filtre analogique : F(p) = F(p) + F,(p) + -+ Fy(p)
Transformée en z :
utilisation des tables
Filtre numérique : H(z) =H{(z) + H,(z) + -+ Hy(2)
E le : Fil logi du 1€ ordre : circuit RC : F(p) = ! —1 -
xemple : Filtre analogique du 1¢" ordre : circuit ; p)=717 RCp ~ RC T
PTRC
Table de transformée enz |,
1 VA
H(z) = RC T

Z—e RC
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Les filtres récursifs (10/15)

Transformation bilineéaire (1/3) : H(z) est obtenue en remplacant la variable de Laplace
z—1

+1

p dans F(p) par I'expression : k

Transformation
bilinéaire 7—1
Filtre analogique F(p) — Filtre numérique H(z) = F (k ?>
Z
z—1

p=k

z+1

. Pourquoi transformation « bilinéaire » ?
k : Facteur d'échelle

Z —
=k = —kz+k=0
p Z 1 \pz+p¥ Z+ |
=f(p.2)
: . f : fonction bilinéaire
Exemple : Filtre analogique du 1°" ordre :
circuit RC :
1 1 z+1
F(p) = S H() = - _
1+RCp  transformation 1+ RCkZ — (1+ RCk)z+ (1 — RCk)

bilinéaire
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Les filtres recursifs (11/15)

Transformation bilinéaire (2/3) : Le coefficient k est un facteur

d’échelle : il permet de fixer le choix d’'un couple (f,o, f40) pour I = 2T fq0

lesquelles les réponses en fréequence des filtres analogique et tan (n %)
e

numerique sont égales,
Exemple du circuit RC : On veut que f,, = f40 = [ : frequence de coupure : f, = L

27RC
2T 1
k: f‘c —

tan (n %) RCtan (%Cfe)

Remarque : les fonctions de transfert obtenues selon les deux méthodes sont toutes les

deux du 1°" ordre mais ne sont pas identiques.
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Les filtres recursifs (12/15)

Transformation bilinéaire (3/3) :

En pratique, pour obtenir la fonction de transfert d’un filtre numérique a 'aide de la
transformation bilinéaire, il faut :

1. Prédéformer le gabarit du filtre numérique pour obtenir le gabarit du filtre analogique
2. Déterminer le filtre analogique H(p) satisfaisant au gabarit analogique

3. Appliquer la transformation bilinéaire a H(p) pour obtenir H(z)



ATS

Les filtres récursifs (13/15)

Transformation bilinéaire — Exemple (1/3) : On veut synthétiser un filtre passe-bas
dont le gabarit est défini par :

» Fréguence de coupure : f. = 1 kHz

* Fréquence d’échantillonnage : f, = 10 kHz

» Atténuation minimale de 35dB pour f > f;; = 4 kHz

» Couple (f,0, f40) correspondant a la fréquence de coupure : f,0 = fa0 = [+

Atténuation

35dB

3dB

Fréguence



ATS

Les filtres récursifs (14/15)

Transformation bilinéaire — Exemple (2/3) :

1. Prédéformation du gabarit

Atténuation
_ 2mx10° .
k = 105 = 1,93 x 10 35dB
tan (77,' W)
On en déduit :
3dB
fa1 = —tan (n %) = 9,4 kHz
e |
1kHz 9,4kHz Fréquence
analogique

2. Calcul du filtre analogique F(p) : Un filtre de Butterworth d’ordre 2 convient :

1
24 1,414p + 1

F@)=p
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Les filtres récursifs (15/15)

Transformation bilinéaire — Exemple (3/3) :

3. Détermination du filtre numérique H(z) :

1
H(z) = z—1)\? z—1
42 44
(1,93 x 10 P 1) + 1,414 X (1,93 x 10 P 1) +1
s z?+2z+1 s 1+2z71 4272
H(z) =10 =10 = -
3,74z2%2 + 7,47z + 3,73 3,74+ 7,47z71 + 3,73z72

Relation de récurrence : (3,74 + 7,47z 1+ 3,732z72)S(z) = 1078(1 + 2z + z7?)E(2)
3,74s, + 7,475,_1 + 3,735,_, = 1078(e,, + 2e,_1 + €,,_3)
s, =2,67x107%e, + 2e,_1 + €,_5) — 1,99s,,_; — 0,99s,,_,

Réponse en fréquence : A% - f
i (eZJ”fe) +2e7 e +1 :: > |H(2)|
H(f) =10 2 ; arg(H (z))
( 2j7'c—) 2jm+
3,74\e" fe) + 7,477 fe + 3,73
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Les filtres non récursifs (1/5)

Un filtre non récursif est un filtre dont la sortie s,, est obtenue par sommation pondérée

d’un certain nombre d’éléments de la suite d’entrée {e; };<n, :

p
Equation aux différences : | s, = Z a.en_j

Le filtre étant non récursif, s,, ne dépend pas des éléments antérieurs {sy }r<n—1

En pratiqgue, comme aucune

, . ) . , A;.Cpy_i
opération n’est instantanée : tntt

(7))
S
Il
'Mﬁ

« Sip est fini, le filtre est a réponse impulsionnelle finie

« Sip estinfini, le filtre est a réponse impulsionnelle infinie (cas non réalisable)
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Les filtres non récursifs (2/5)

Structure de réalisation optimale :

Vv

jabl
=

Y




Les filtres non récursifs (3/5)

Séquence de pondération :

La réponse impulsionnelle du filtre est :
p

Sp = z Aj.en—i = Ag-€p + Aq.6p_1 T Ap.€p_5 + -+ ap.€y_yp
i=0
Avec: ey =1, ej=e,=e3=--=0
n=0: syg=ag.ey=0ag > So = Qg
n=1: Sl=a0.el+a1.eo >Sl_a’1
n=2: S, =ag.e;+a.e;+a.e > Sz = a4z

n=1i: s;=agp.eta.e_1++a_q.eq+ta.eq —> S =4aq;

La séquence de pondération {ay, a;, ..., a,} correspond

a la réponse impulsionnelle du filtre non récursif

ATS
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Les filtres non récursifs (4/5)

Fonction de transfert : A partir de I'équation aux différences :
P

Sp = Z Aj.en—i = Qp-€p + Aq.€p_1 + -+ Ay. €y

i=0
‘ Transformée en z

S(2) = apE(2) + a1z7'E(2) + -+ a,z PE(2)

p
& S@) =|ag+az7 ++ apz‘p]E(z) = (z ai.z‘i> E(z)

i=0

p
o Py =P _ Z ;.27

E(z) i=0
Réponse en frequence : Stabilité :
p 2jmif . n . :
F(f) = Z a.e fe L'unique pdle de F(z) étant O, un filtre non
i=0 récursif est stable en toutes circonstances
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Les filtres non récursifs (5/5)

Synthese par la méthode des fenétres connaissant la fonction H(f)

1) Calcul des coefficients @, = —j_ H(f)e © df (i variant de - 0 & + o)

= e

[=—00
2) Application d’'une fenétre pour réduire a N coefficients a N (N étant impair)

(N=-1)/2

) - ) e

i=—(N—-1)/2

3) Translation des coefficients pour rendre le filtre causal

N-1

i=0
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Conclusion sur les filtres numériques (1/2)

Le choix d’un filtre numérique et la méthode de synthése dépendent de :
» de l'application
» des contraintes imposées

» des outils de conception disponibles (« filterDesigner » sous Matlab)
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Conclusion sur les filtres numériques (2/2)

Si les spécifications du cahier des charges portent sur :
- le module de la réponse en fréquence,
- la largeur de de la bande passante ou de coupure,

- l'atténuation dans la bande de coupure,

- filtres récursifs (d’ordre faible)

Si les spécifications du cahier des charges portent sur :
- la phase de la réponse en fréquence,

- des filtres adaptatifs,

» filtres non récursifs



